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Forord

Detta kompendium har tagits fram i samarbete mellan Lantmiteriet (LM), Kungliga
tekniska hogskolan (KTH), Lunds universitet (LU) och Hogskolan i Gavle (HiG).
Kompendiet dr avsett for grundldggande kurser inom geodetisk och fotogrammetrisk
métningsteknik (samhéllsmétning) samt ingé i en revidering av Handbok till
Mitningskungdrelsen (HMK).

Framtagandet av kompendiet har skett genom finansiering fran forfattarnas
arbetsgivare, samt via ett ekonomiskt bidrag frdn Kartografiska Sallskapet (KS; se
www.kartografiska.se).

I slutet av flera kapitel finns ldstips for vidare ldsning. Vidare finns referenser,
sakordsregister och forkortningsregister i slutet av kompendiet.

Vissa kapitel dr helt nyskrivna medan andra dr sammanstéllningar/justeringar av andras
texter. Bakgrunden till varje kapitel framgér i kapitlets slut under rubriken ”Tack”.

Kompendiet dr skyddat med licensen creative commons by-nc-nd. Det innebér att det
ar fritt att sprida kompendiet, men endast i icke-kommersiella ssmmanhang. Vidare far
verket inte bearbetas och den som anvinder verket méste ange upphovsmannen;
upphovsmannen i detta fall dr “Lantméteriet m.fl.”. Det ar tillatet att kopiera upp
kompendiet och sédlja det for sjdlvkostnadspris (=tryckkostnad plus eventuell
fraktkostnad). Mer information om licensfradgor finns pa:
http://www.creativecommons.se/.

Kapitel 1-11 reviderades grundligt 2021 av Jonas Agren, Lars Harrie och Milan
Horemuz. Endast mindre dndringar gjordes da for kapitel 12—15.

Flera personer, inte minst studenter, har lamnat bra synpunkter pa tidigare versioner av
kompendiet som har hjilpt till vid uppdateringen. Aven flera lirare har gett
kommentarer.
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Kapitel 1: Introduktion

1 Introduktion

1.1 Geografisk information

En stor andel av den information som idag hanteras har en rumslig koppling. Denna
information brukar ofta bendmnas geografisk information. Traditionellt har geografisk
information framst utgjorts av kartor (pa papper eller digitala), men idag finns flertalet
andra informationskdllor som klassas som geografiska, t.ex. flyg- och satellitbilder,
byggnadsregister, fastighetsregister, projekteringsunderlag, databaser om miljo-
information och tredimensionella stadsmodeller (Figur 1.1).

X B
ol e
Strandparken

Figur 1.1. Exempel pd geografisk information. Kdlla: Lantmditeriet, Lunds kommun, OpenStreetMap.

Tillimpningarna med anvéndning av geografisk information &r omfattande.
Informationen &r bland annat viktig inom flera samhaéllsbyggnadstillimpningar. For att
planera nya byggnader och vigar krdvs planeringskartor som kan ligga till grund for
politiska beslut; vidare behdvs informationen for att bestimma de agarrittsliga
forhallandena (vem &ger vad?) och inte minst dr geografisk information oumbdrlig 1
sjdlva bygg- och anldggningsprocessen. Men det dr inte bara i1 professionella
sammanhang som vi anvinder geografisk information. I dag anvidnder vi som
privatpersoner dagligen geografisk information pad webben (eller i mobilen) nér vi t.ex.
behover hitta hem till en kompis, soker efter nya lagenheter hos fastighetsméklarna eller
turistar 1 en okénd stad.
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For att mojliggora tillimpningar med geografisk information behdvs tekniker och
metoder for att samla in (genom mdtningar), lagra, analysera och visualisera
(presentera) informationen. Metoder for att lagra och analysera studeras frimst inom
dmnesomradet geografisk informationsteknik (eller som det ofta kallas geografiska
informationssystem, GIS) och visualisering studeras fradmst inom kartografin. Detta
kompendium kommer inte att beskriva denna del av hanteringen av geografisk
information, utan istillet koncentrera sig pa den forsta delen av processen, namligen pa
att mita in geografisk information.

1.2 Inmatning av geografisk information

Inmétning av geografisk information baseras pa att man bestimmer koordinater (i ett
vél definierat koordinatsystem) for punkter pa marken. Dessa punkter kan beskriva
naturliga fenomen som sjoar och berg samt manskliga byggnationer som hus och vigar.
For att bestimma dessa koordinater anvinds 1 princip tre olika typer av métmetoder.
Antingen méter man avstand, vinklar m.m. mellan enskilda punkter och berdknar
koordinater ur dessa maétningar; detta bendmns geodetiska mdtmetoder. Den andra
typen av mitmetod baserar sig pa maétningar av koordinater utifran flyg- och
satellitbilder, vilket bendmns fotogrammetriska (eller fjdrranalytiska) méatmetoder.
Slutligen kan man med hjilp av lasermétning skanna av ett omrade; i dessa métningar
skapas ett punktmoln déir varje punkt motsvarar en returnerad laserstrile.
Geografiskinformation kan sedan extraheras ur punktmolnet.

Fram till for ett par artionden sedan var i stort sett alla geodetiska méatningar terrestra
(markbundna). Vid terrester métning gors alla matningar pd marken. Den terrestra
métningen har emellertid de senaste 30 aren fatt stark konkurrens av satellitmétningar.
Dessa matningar utfors med hjilp av positioneringssatelliter, vilket dr en annan typ av
satelliter &n de som anvinds for att ta bilder pa jorden. I en satellitmétning méter man
inte primért avstdnd mellan punkter pa marken utan istéllet avstand mot satelliter. Om
man samtidigt méater avstandet fran flera punkter pd marken mot samma satelliter kan
man bestdmma de relativa avstdnden mellan punkterna pa marken med I&g
métosdkerhet (Figur 1.2). I dagsldget anvénds béde terrester teknik och satellitteknik;
nagot forenklat kan man séga att for mitningar inom ett litet omrade ar terrester matning
ofta ett bra alternativ, medan satellitméatningar ar dverldgsna nar man vill méta mellan
punkter pa langre avstand. Bade terrestra métningar och satellitmétningar studeras inom
dmnesomradet geodesi (ddrav begreppet geodetiska mitmetoder). Geodesi dr
vetenskapen om jordens uppmétning och det &dr ett av de klassiska
naturvetenskapsomradena.

For att mita in stora mangder geografisk information dr geodetiska métmetoder ofta for
dyra. Om man t.ex. ska skapa en ny databas med geografisk information 6ver en stad,
kravs det att man méter in alla végar, hushorn o.s.v., vilket & mycket tidskrdvande. En
mer rationell metod &r da att anvénda flyg- och/eller satellitbilder (Figur 1.3) och/eller
laserskannade punktmoln (Figur 1.4). Flyg- och satellitbilder behandlas med
fotogrammetriska metoder, déir fotogrammetrin dr vetenskapen om geometriska
matningar 1 bilder. For att mita in geografisk information ur en bild maste man ha
kunskap om geometrin 1 bilderna samt hur man ur flera bilder kan skapa
tredimensionella modeller. Pa liknande vis krévs det att man har kunskap om geometrin
i ett punktmoln genererat fran lasermétningar for att mojliggdra
informationsinhdmtning darifrén.
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Figur 1.2. Genom att mdita mot samma satelliter fran tvd punkter kan det relativa avstandet mellan
punkterna mdtas med liten mdtosdkerhet. Kdlla: GIS-centrum, Lunds universitet.

Figur 1.3. Insamling av geografisk information med hjdilp av flygbilder. Vid éverlappande bilder kan man
genom fotogrammetriska metoder gora en tredimensionell modell av verkligheten. Kdlla: Metria,
Lantmditeriet.

Figur 1.4. Insamling av geografisk information med hjilp av laserskanning. Till vinster dr ett punktmoln
dir punkterna har klassificerats automatiskt. Till hoger dr ett bullerplank som extraherats ur punktmolnet.
Kdlla: Gustaf Uggla, KTH.
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1.3 Aktorer vid inmatning av geografisk information

Inmétning av geografisk information sker idag badde av offentliga och privata aktorer.
For den grundldggande geografiska informationen dr de storsta aktorerna Lantmaéteriet
(pé nationell nivd) och kommuner (pa lokal nivd). Med grundldggande geografisk
information menar vi information som anvénds inom flera olika sektorer och for flera
typer av tilldmpningar, exempelvis information om markanvindning, infrastruktur,
adresser och topografi (hdjder).

Lantmateriet har ansvaret for att médta in och forvalta stora delar av den rikstidckande
grundldggande geografiska informationen. En fordel med denna information ar att den
ar homogen en nackdel &r att den inte &r tillrackligt detaljerad for alla tillimpningar.
Sjdlva inmédtningen av informationen utfors av Lantméteriet (eller annan ansvarig
myndighet) eller av konsultfirmor. Den storsta andelen av den rikstickande geografiska
informationen har samlats in med fotogrammetriska metoder, men dven geodetiska
metoder dr vanliga (anvdnds t.ex. vid inmdtning av nya fastigheter). For att ta fram
rikstdckande hojdmodeller har flygburen laserskanning anvénts.

Ansvaret for inmétningen av den mer detaljerade geografiska informationen ligger
framst hos kommunerna; detta dr en del av kommunens ansvar for samhéllsplanering
och samhillsbyggnad. I medelstora och stora kommuner finns det i regel ett
métningskontor som ansvarar for métningarna. Dessa métningskontor dr en del av
stadsbyggnadsavdelningen (eller liknande avdelning).

Lantméteriet och kommunerna har ett delvis dverlappande ansvar vad géller inmétning
och forvaltning av den geografiska informationen. En hel del detaljerad geografisk
information som mitts in av kommuner skickas vidare till Lantméteriet och blir en del
av de nationella databaserna. Till exempel baserar sig den nationella digitala
registerkartan (geografisk databas Gver Sveriges fastighetsindelning) till stor del pa
information som matts in av kommuner.

Uppbyggnad och underhill av infrastruktur kriver omfattande métningsarbeten.
Utsidttning av byggnader och végar stiller krav pa mitning med 14g osdkerhet, inte
minst ndr prefabricerade byggnadsdelar anvénds. Forhallandevis enkla maétningar
behovs for byggnation av smahus, medan mycket komplicerade dito krdvs vid t.ex.
tunnelbyggnationer (Figur 1.5). Stora byggbolag, Trafikverket, och liknande aktorer
har ofta egen mitningspersonal som utfor métningar eller sd hyr de in konsulter.
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Figur 1.5. Bild frdn Banverket/trafikverket (fotograf: Thomas Jacobsson)

Idag finns det ett flertal privata aktorer som séljer geografisk information; vissa av dessa
ar internationella storbolag med miljardomséttning. De privata bolagen siljer sin
information till t.ex. navigeringsforetag och fastighetsmiklarsidor. Till viss del har
foretagen maétt in informationen sjdlva, och till viss del har de kopt in information fran
exempelvis konsultfirmor eller nationella kartverk som svenska Lantmiteriet. Det ar
alltsd troligt att den information du ser i din navigationsapp i mobilen ursprungligen har
matts in av Lantmiteriet eller en kommun.

1.4 Kompetenskrav for inmatning av geografisk
information

For att fa utféra mitningsarbeten krdvs att ansvarig/utforare har tillrickligt med
kompetens. Tidigare reglerades behorigheten “att sjdlvstdndigt utfora mitning och
kartldggning” av §13 1 Métningskungdrelsen (MK). Denna kungdrelse upphivdes dock
den 1 juli 2010. Behorighetskonstruktionen ersattes da av ett nytt koncept,
“grundldggande métningsteknisk fardighet”, som finns publicerat p4 Nya HMK (se
lastips nedan).

Liksom 1 MK §13 stills krav pa savil skolutbildning som praktisk erfarenhet. Termen
”behorighet” har alltsa ersatts av begreppet fardighet”, men nidgon nationell instans for
formell provning av fardigheten har inte etablerats. Konceptet bygger enbart pa
rekommendationer, som dr tdnkta att tillimpas direkt i dialogen mellan bestdllare och
utforare, arbetsgivare och arbetstagare, etc.

1.5 Upplagg av kompendiet

Kompendiet &r indelat 1 fyra delar. Dessa delar ldses med fordel i ordningsf6ljd, men
kan ocksa delvis ldsas separat. Dock forutsitter delarna 2-4 viss forstaelse for
koordinatsystem fran del 1, och delarna 3-4 forutsitter grundldggande kéinnedom om
matosdkerhetsbegreppet (som beskrivs i1 del 2). Nedan foljer en kort genomgang av
kompendiets olika delar.
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1.5.1 Del 1: Koordinatsystem och referenssystem

For att ange en position pd jordytan anvinds koordinater, t.ex. latitud och longitud. For
att kunna kommunicera denna position till andra krdvs att vi har ett gemensamt
koordinatsystem. Att definiera ett sddant koordinatsystem dr inget trivialt problem.
Malsittningen med denna del ar att ge grundldggande kunskap om hur ett gemensamt
koordinatsystem kan skapas. Delen inleds med ett kapitel om jordens form och
geodetiska koordinatsystem. Hér behandlas tekniker om hur jorden approximeras med
en jordmodell och hur denna modell kan anpassas till jorden. Nista steg, som behandlas
i kapitel 3, dr att avbilda ldget pa jordmodellen pa ett platt papper eller en skdrm; for att
gora detta anvédnds en kartprojektion.

I kapitel 2 och 3 koncentrerar vi oss framforallt pd att ange det plana ldget med hjélp av
koordinater, men tar dven upp hur vi kan ange hdjder. I dagligt tal anviander vi ofta hér
begreppet “meter 6ver havet”. Vad vi i strikt mening menar med det 4r “meter over
geoiden”. [ avsnitt 2.4 beskrivs vad geoiden dr for ndgonting samt hur hojder definieras.
I kapitel 4 behandlas vi sedan frdgan hur det geodetiska koordinatsystemet ldggs fast i
forhallande till jordens yta, vilket resulterar 1 vad som kallas ett geodetiskt
referenssystem.

I Sverige har det under senare ar pagéatt ett omfattande arbete med att skapa nya
koordinatsystem och referenssystem 1 enlighet med europeiska och globala
specifikationer. Anledningen &r att man vill standardisera koordinater pé internationell
niva, inte minst for att underldtta anvdndningen av moderna médtmetoder (framst
satellitmetoder). I det sista kapitlet 1 del 1, dvs. kapitel 4, kommer vi att ga igenom
grunderna for dessa nya koordinatsystem. I kapitlet beskrivs dven dldre
koordinatsystem eftersom dessa fortfarande anvinds 1 vissa sammanhang.

1.5.2 Del 2: Grundlaggande matningsteknik

For att kunna utfora matningar och bedoma deras kvalitet, maste vi ha en grundldggande
kunskap om sjélva métinstrumenten. I kapitel 0 gar vi igenom de mest anvédnda
matinstrumenten for terrester (markbunden) métning idag.

Kapitel 6 beskriver dérefter de viktigaste métmetoderna, dvs. hur vi ur métta avstand
och vinklar kan bestimma koordinater pa punkter. Dessa mitmetoder anviands senare
for flera olika mattillampningar. En av de viktigaste tillimpningarna inom samhlls-
byggnadsomradet ar detaljmdtning, som innebdr métning av detaljer som till exempel
végar, hus och granser och beskrivs i kapitel 7. Detaljmétning tillimpas bland annat
inom infrastrukturprojekt och forrattningsverksamhet.

Alla métningar dr behéftade med en osdkerhet. Hur stor denna osdkerhet dr beror pa
maétinstruments kvalitet, val av miatmetod etc. Att behandla osdkerhet ar centralt inom
all inmétning av geografisk information. I kapitel 8 beskriver vi grunderna for hur man
statistiskt kan behandla métosdkerhet, och 1 kapitel 9 tar vi upp sadana berdknings-
metoder som anvénds nér osdkerheterna fran flera métningar behandlas tillsammans.

1.5.3 Del 3: Satellitmatning

En allt storre andel av matningarna idag utfors med satellitteknik, ndrmare bestdmt med
GNSS (eng. Global Navigation Satellite Systems). Den mest anvinda GNSS-tekniken
ar GPS (eng. Global Positoning System). Att utféora GPS-métningar &r 1 manga fall
mycket enkelt, det dr bara att trycka pa en knapp s far man koordinater pa skidrmen.
Det dr dock betydligt svarare att utfora berdkningar i1 efterhand och att utvdrdera
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osdkerheten for resultatet. For att kunna gora detta maste man ha forstaelse for
grunderna for sjdlva satellitsystemet (kapitel 10) och de olika madtmetoder som kan
anvéndas (kapitel 0).

1.5.4 Del 4: Fotogrammetri och laserskanning

Kapitel 12 ger en introduktion till fotogrammetri och flygbilder, bland annat beskrivs
geometriska egenskaper i bilder. Kunskap om (flyg-)bildens geometri &r viktig for att
forstd hur man kan extrahera geografisk information ur bilderna med hjdlp av
fotogrammetriska metoder. Hur dessa metoder fungerar beskrivs sedan i kapitel 13. Den
sista delen om fotogrammetri (kapitel 14) beskriver olika fotogrammetriska
tillimpningar som t.ex. framtagande av kommunala och nationella kartor och digitala
hdjdmodeller.

Kompendiet avslutas med kapitel 15, som behandlar flygburen och terrester
laserskanning. Laserskanning har under de senaste decennierna kommit fram som en
teknik som kan komplettera och ibland ersétta fotogrammetrin. I kapitlet beskrivs hur
laserskanning gér till, och hur de punktmoln som genereras kan anvindas for att fa fram
geografisk information (se t.ex. Figur 15.10. Punktmoln dar punkter har klassats bl.a.
som mark, vegetation och hustak (vinster) samt en modell av huset (hoger). Killa:
Lantmateriet.).

1.5.5 Exempel i kompendiet

Kompendiet innehaller flertalet berdkningsexempel. Lésaren rekommenderas att folja
dessa exempel noga, och sirskilt for studenter dr det viktigt att ni gor kopplingen till
formelsamlingen. Varje exempel avslutas med en hogerstilld stor punkt.

1.6 Malgrupp

Kompendiet kan med fordel ldsas av alla som ar intresserade av metoder for att samla
in geografisk information. En huvudmalgrupp ar studerande pa grundlédggande kurser
inom geodesi och samhéllsmitning pa de tekniska hogskolorna (frdmst inom
programmen samhéllsbyggnad, lantméteri och vig&vatten). Den matematiska nivén ér
darfor anpassad till en student som ldst grundldggande kurser inom linjdr algebra, en-
och flervariabelanalys samt matematisk statistik pa universitetsniva.

Kompendiet har tva malsittningar. For det forsta ska kompendiet 14gga en tillrdcklig
grund for den som behdver grundlédggande kunskaper i métningsteknik i sin (framtida)
yrkesutovning. Det kan t.ex. vara fOrrittnings-lantmitare, projektledare for
infrastrukturbyggnationer, GIS-samordnare och samhillsplanerare. For det andra ska
kompendiet ldgga en bra grund inom maétningsteknik, referenssystem och
osdkerhetsteori och ge inspiration till fortsatta studier for den som vill bli specialist
inom omrédet.

Status: Kapitlet reviderades 2021.

Lastips: En forsta version av Handbok till Mitningskungorelsen (HMK) togs fram i
mitten av 90-talet som en serie av nio bocker. Flertalet av dessa bocker behandlade
matningsteknik. Den ursprungliga HMK-serien har succesivt fornyats och utvecklats,
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och 1idag (2021) finns det fjorton teknikspecifika handbocker och fyra
referensdokument tillgingliga pa webben (www.lantmateriet.se/HMK). Dir finns dven
tillgéng till dldre HMK-material. Eftersom Matningskungorelsen avvecklades den 1 juli
2010 &ndras samtidigt uttydningen av HMK till "Handbok i mit- och kartfragor”.

Svenska bocker om geografisk informationsbehandling ér t.ex. Harrie (2020) och Hall
m.fl. (2003), vilka framforallt kan rekommenderas for den som vill ldsa om
matningsteknik 1 ett GIS-perspektiv. Om man vill ldsa mer om detaljer rérande
mitningsteknik m.m.,. &r det bittre att studera de mer detaljerade lastipsen i respektive
kapitel.
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2 Jordmodeller

For att utfora geodetiska och fotogrammetriska mitningar behovs ett koordinatsystem
som unikt bestimmer varje punkts ldge. Eftersom jordens yta dr en mycket
oregelbunden yta, dr det oldmplig att anvinda den som grund for att skapa ett
koordinatsystem. Losningen har ar att anvidnda sig av en jordmodell, dvs. en forenklad
matematisk modell som hyfsat approximerar jordens storlek och form, som grund for
koordinatsystemet. En enkel jordmodell dr sfaren, dvs. jorden approximeras som en stér
med en radie pa ca 6 370 km. Vid ndrmare paseende visar det sig emellertid att jorden
ar lite avplattad vid polerna. Denna avplattning beror pa att jorden, som inte dr en helt
stel kropp, dr utsatt for krafter pa grund av sin egen rotation. Avplattningen medfor att
sfaren inte dr lamplig som jordmodell for de flesta matningstekniska tillimpningar. Den
jordmodell som idag anvinds for alla geodetiska och fotogrammetriska tillimpningar
ar istéllet jordellipsoiden, vilken dr huvudtemat for detta kapitel. Rent geometriskt
innebdr avplattningen att avstdndet fran jordens mitt till polerna dr ca 21 km kortare dn
avstandet till ekvatorn (Figur 2.1).

Sfariek jordmedell Ellipsoidisk jordmedell

Figur 2.1. Till vinster visas en sfirisk jordmodell (med radien 6370 km) och till hoger en ellipsoidisk
Jjordmodell (GRS 80, se Tabell 2.1). Skillnaderna dr inte synliga i denna skala; i vanliga fall brukar dock
avplattmingen kraftigt 6verdrivas i figurer, se t.ex. Figur 2.2.

2.1 Jordellipsoider

En ellips beskrivs med hjélp av de tva axlarna a och b enligt (se Figur 2.2):

xX* z?
z &
h

g

Figur 2.2. En ellips, med koordinatsystem XZ dr centrerat till origo pa ellipsen.

Om man later ellipsen 1 Figur 2.2 rotera kring sin Z-axel uppstar en rotationsellipsoid
som beskrivs med formeln (se Figur 2.3):
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2 2 2

Xy i—zzl 22
a
z &

Figur 2.3. En rotationsellipsoid med axlarna a och b. X, Y och Z utgor ett geocentriskt kartesiskt
koordinatsystem med origo i rotationsellipsoidens mittpunkt.

Rotationsellipsoiden (Figur 2.3) anvéinds for att definiera jordellipsoiden. For
jordellipsoiden bendmns a halva storaxeln och b halva lillaxeln. Virdena pa de bada
halvaxlarna a och b bestimmer helt storleken och formen pé jordellipsoiden. Ofta
anvéands halva storaxeln och en formstorhet som kallas avplattningen for att beskriva
jordellipsoidens storlek. Avplattningen f dr definierad som:

a-b

a

23

f=

Anda sedan 1700-talet har man gjort métningar for att bestimma den jordellipsoid som
sd& bra som mojligt anpassar sig till jordens storlek och form, dvs. man har f6rsokt
bestimma parametrarna for halv storaxeln (a) och avplattningen (f). Fram till mitten av
1900-talet baserade sig dessa bestdmningar pa terrestra mdtningar, dvs. mitningar
gjorda pé jordytan. Under de senaste decennierna har allt battre satellitmetoder anvénts
for @ndamalet. Framforallt kan man genom att anvidnda information fran
specialdesignade satelliter som ror sig pa 14g hojd fa en bra uppfattning om jordens
storlek och form (jfr avsnitt 4.5). Det gor att man idag kdnner till jordens storlek och
form pa béttre dn decimeterniva.

I Tabell 2.1 listas halva storaxeln och avplattningens inverterade véirde for ndgra vanliga
jordellipsoider. I Sverige anvédndes fram till for ndgra ar sedan framforallt Bessel 1841.
Nér vi moderniserade véara koordinatsystem under de senaste aren overgick vi till att
anvidnda den numera internationellt rekommenderade jordellipsoiden GRS 80 (detta
kommer vi att beskriva mer 1 detalj i kapitel 4). De ovriga ellipsoiderna i tabellen
anvinds for satellitpositionering, dvs. GNSS-teknik (se kapitel 10). Det amerikanska
satellitsystemet GPS é&r baserat pa ellipsoiden WGS 84, som bara skiljer sig obetydligt
frdin GRS 80 (mindre @n en millimeter). Jordellipsoiden PZ-90 anvénds i det ryska
satellitsystemet GLONASS.

Tabell 2.1. Storleken pa ndgra vanliga jordellipsoider.

Ellipsoid Halva storaxeln (meter) 1/avplattning (dim. 16s)
Bessel 1841 6 377 397,155 299,1528128
PZ-90 6 378 136,000 298,257839303
GRS 80 6 378 137,000 298,257222101
WGS 84 6 378 137,000 298,257223563

10
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2.2 Koordinatsystem

I detta avsnitt beskriver vi olika sétt att ange en punkts position eller ldge pa jorden. I
avsnitt 2.2.1 gor vi det med en sfar som jordmodell, medan vi i avsnitt 2.2.2 anvédnder
en jordellipsoid. Anledning till att sfiaren introduceras hér &r framst for att det ar
pedagogiskt. Nar man forstatt hur den sfériska jordmodellen fungerar, ar det lattare att
forsta den ellipsoidiska modellen, vilket &r den som néstan alltid anvinds 1 praktiken.

2.2.1 Koordinatsystem pa en sfarisk jordmodell

Ett vanligt sitt att ange en punkts ldge pa en sfar &r med hjélp av sfiriska koordinater,
dvs. med sfdrisk latitud (¢@s) och sféirisk longitud (As) (Figur 2.4). Den sfériska latituden
anger ldget i nord-sydlig riktning och definieras som vinkeln mellan ekvatorialplanet
(se Figur 2.5) och normalen till sfiren for punkten (bendmnd P i Figur 2.4). Detta
innebér att den sfériska latituden, pa norra halvklotet, varierar frdn 0 grader vid ekvatorn
till 90 grader vid nordpolen.

Figur 2.4. Definition av sfdriskt koordinatsystem.

Den sfariska longituden (A) dr vinkeln mellan meridianplanet (se Figur 2.5) genom P
och en centralmeridian som alla longitudbestdmningar refererar till (se Figur 2.4 och
2.6). Under historiens lopp har skiftande centralmeridianer anvénts i olika lander. Sedan
mer dn hundra ar tillbaka har dock i princip alla ldnder Gvergétt till att anvinda
meridianen genom Greenwich (ett observatorium utanfor London) for att definiera
longitud. Det dr samma meridian som har en central roll for att definiera tidszoner (jfr
t.ex. Greenwich mean time). Detta beror pa att vér tidrikning &r baserad pa jordens
rotation och pé sa sitt ar tidmétning och métning av longitud intimt férknippade med
varandra.

11
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Meridianplan

Ekvatorialplan

Figur 2.5. Ekvatorialplanet (vinster) definieras som det plan som innehaller ekvatorn. Ekvatorialplanet
innehdller sdledes bdde X- och Y-axeln. Meridianplanet (hoger) dr ett plan som innehdller jordmodellens
rotationsaxel (dvs. Z-axeln). Meridianplanen skér jordmodellen i meridianerna (streckade linjen, se ocksd

Figur 2.10).

Med sférisk latitud och sfarisk longitud kan man bestimma en position pa en sfir. I
manga sammanhang onskar man dock ange ldget pa en punkt ovanfor, eller under,
jordmodellen. Pa en sfir kan detta géras genom att ange hojden over sfiren (bendmnd
hs 1 Figur 2.4). Totalt sett har vi alltsa tre koordinater (s, As och /) som definierar ett
godtyckligt lage i forhallande till sfaren.

Sfarisk latitud och sférisk longitud anges vanligen i grader, minuter och sekunder. En
grad dr 1/360-dels varv, en minut dr 1/60-dels grad och en sekund 1/60-dels minut. Om
man vill specificera longituden for Stockholms gamla observatorium skriver man: 18°
37 297,8 , vilket betyder att longituden &r 18 grader, 3 minuter och 29,8 sekunder).
Detta ér lika med 18,058278 grader.

W g o
Greenwich :f 4. Meridian genom
' - punkten p

&

Meridian genom
Greenwich

v

Figur 2.6. Definition av sfdrisk longitud.

12
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Ett annat sétt att ange laget for en punkt pd sfiren &r att anvinda ett tredimensionellt
riatvinkligt koordinatsystem med origo i1 sfarens mittpunkt. Detta bendmns det
geocentriska kartesiska koordinatsystemet (se Figur 2.4). Z-axeln sammanfaller med
jordmodellens rotationsaxel, X-axeln sammanfaller med linjen som skapas av snittet
mellan ekvatorialplanet och centralmeridianplanet genom Greenwich, och Y-axeln
orienteras sa att man erhéller ett hogerorienterat system.

I vissa tillampningar dr det nddvéndigt att transformera koordinater mellan ett sfariskt
koordinatsystem och motsvarande geocentriska kartesiska koordinatsystem. For att
radkna om fran sfériska koordinater till geocentriska kartesiska koordinater anvinds
foljande samband:

X =(R+h,)cose, cos A,
Y=(R+h)cose, sinA, 24
Z=(R+h)sing,

dar R dr en medeljordradie som anvénds for att bestimma den sfériska jordmodellens
storlek. Formlerna for att berdkna i motsatt riktning &r:

taniq=£
X

tan @, ___Z 2.5

VX?+Y?

h =NX>+Y*+Z*-R
Exempel 2.1: Berdkna de sfédriska koordinaterna for Treriksroset. Anvénd radien
R =6370 000 m for dem sfériska jordmodellen.
Treriksroset har foljande geocentriska kartesiska koordinater (SWEREF 99):
X=2140 890 m
Y=802517m
Z=5934862m

Losning: Omrékning av de geocentriska kartesiska koordinaterna till sfériska
koordinater kan goras med formel 2.5.

A, =arctan (%] ~ 0,35864095 radianer ~ 20°,548613 ~20"32'55,0"

~1,20307642 radianer ~ 68°,931201 ~ 68°55'52,3"

@, = arctan | ———
VX +Y?

h =NX*+Y*+Z*-R~-9966 m

s

Koordinatvirdena i exemplet har en osdkerhet pad nagon meter och darfér bor svaret ha
en jdmforbar precision. For latituden motsvarar en grad ca 111 km pa jordmodellen och
dirav fas att en sekund (1/3600 grad) &r ca 30 m. I Sverige motsvarar en grad for
longituden ungefér hélften s& mycket, dvs. 15 m. Detta beror pd att meridianerna
ndrmar sig varandra (konvergerar) ndr man ror sig fran ekvatorn mot polerna (jfr Figur
2.6 och 2.10). Det &r darfor rimligt att svara med en decimal for sekundvérdet.

13
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Svar: De sfiriska koordinaterna for Treriksroset ar:
A = 20°32'55,0" , @, =68°55'52,3" och h,=-9 966 m.

Kommentar till svaret: Observera att koordinaterna for Treriksroset endast dr skattade
och som sagt har nagon meters osdkerhet. Den jordradie som anvénts (6 370 km) &r en
ungefirlig medelradie for hela jorden. Jordens avplattning goér dd att hdjderna blir
negativa ndr man ndrmar sig polerna (Figur 2.7). De geocentriska kartesiska
koordinaterna &r idag vanligtvis givna 1 ett globalt anpassat koordinatsystem
(referenssystem), t.ex. SWEREF 99; detta kommer beskrivas ndrmare i kapitel 4.

7 4

Figur 2.7. Den ljusbld punkten befinner sig ovanfor jordellipsoiden men samtidigt under ytan pa den
sfariska jordmodellen. Punkten kommer ddrfor att ha en positiv héjd éver jordellipsoiden (h) och en negativ
hojd relativt sfiiren (hy).

2.2.2 Koordinatsystem pa en jordellipsoid

For att ange koordinater pa en ellipsoid anvinds de geografiska koordinaterna latitud
(@), longitud (A) och héojd over ellipsoiden (h) (Figur 2.8). Dessa koordinater benimns
dven geodetiska koordinater. Latitud definieras som vinkeln mellan ekvatorialplanet
och normalen till ellipsoidytan for punkten P. En bra fragestéllning dr varfor man valt
att definiera latitud med normalen till ellipsoidytan och inte riktningen mot jordens
mittpunkt. Anledningen &r frimst att man vill ha en definition av latitud for en linje som
ligger néra lodlinjen och lodlinjen sammanfaller i stort sett med ellipsoidytans normal
(lodlinjen pé jordytan pekar saledes inte mot jordens mitt). Longitud definieras pa
samma sitt som for det sfiriska koordinatsystemet (jfr Figur 2.6 och Figur 2.8), dvs.
som vinkeln mellan meridianplanet som gar genom punkten (t.ex. punkten P 1 Figur 2.6
och Figur 2.8) och meridianplanet genom Greenwich.

Vid manga tillampningar anvénds ett geocentriskt kartesiskt koordinatsystem (X, ¥ och
Z) dér origo ér placerat 1 jordellipsoidens mittpunkt. Om man kénner till en punkts
geografiska koordinater och vill berdkna de kartesiska, anvands foljande samband:

X =(N+h)cospcos A
Y=(N+h)cospsini 2.6
Z=(N(1-¢é")+h)sinp

dér N ér tvdrkrokningsradien (Figur 2.9) och e ér den forsta excentriciteten. Dessa bada
parametrar bestdms av ellipsoidens storlek och form och definieras enligt:

14
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a 2.7
\J1-¢é*(sin p)’

dir a &r halva storaxeln (jfr formel 2.2). Som synes dr tviarkrokningsradien N en
funktion av latituden. Den beskriver ellipsoidens krokningsforhdllande tvirs (vinkelrétt
mot) meridianerna (Figur 2.9). For ekvatorn dr tvarkrokningsradien lika med halva
storaxeln for att sedan 6ka ndgot mot bagge polerna.

L

Figur 2.8. Definition av geografiskt (geodetiskt) koordinatsystem. Den streckade linjen till P dir normalen till
ellipsoidens yta.

Z

Figur 2.9. Definition av tvirkrokningsradie. En cirkel (streckad linje) som har samma krékningsforhallande
som ellipsoiden tviirs meridianen (i en punkt P) dr placerad sd att den ansluter mot ellipsoiden i punkten P.
Cirkelns radie (pilen) dr lika med tvirkrékningsradien N.

Det inversa sambandet mellan geocentriska kartesiska koordinater och geografiska
koordinater ges av foljande formelsamband:

15
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| ~

tan A =

+(\/%](sin o)

: 2.8
p'—ae’(cosb)

tan@ =

dar
p!: X2+Y2,
tanezL,och
p! 1_62
tvarkrokningsradien N ges av formel 2.7. Storheten p” &r lingden av den pa
horisontalplanet projicerade vektorn till P i Figur 2.8.

Exempel 2.2: Berdkna de geografiska koordinaterna for Treriksroset. De geografiska
koordinaterna ska vara definierade pé ellipsoiden GRS 80, som har halva storaxeln
a =6 378 137,0 m och avplattningen /= 1/298,257222101 (dimensionslos).

Treriksroset har foljande geocentriska kartesiska koordinater (SWEREF 99):
X=2140890 m

Y=2802517m

Z=5934862m

Losning: Omrdkning av de geocentriska kartesiska koordinaterna till geografiska
koordinater gors enligt foljande.

a) Berédkna forst longituden A (formel 2.8)

A = arctan (%) ~ 0,35864095 radianer ~ 20,548613° ~ 20°32'55,0"

b) Direfter beriiknas latituden ¢ (formel 2.8). Starta med att berikna p’, 6 och &’
(formel 2.7 och 2.8)

P =X +Y? ~2286 360,32 m

0 = arctan (L

- ] ~1,204201626 radianer
p'Nl—e

e’ =2f— f?=0.00669438002290

Z+(\/%J(sin9)3

p'—ae’ (cos 0)3

@ = arctan ~ 1,20532385 radianer ~ 69.0599696° ~ 69°3'35,9"

c) Slutligen beréknas hojden 6ver ellipsoiden (4) med hjilp av formlerna 2.7 och
2.8:

16



Kapitel 2: Jordmodeller

a

N=——xn——~6396840,95m

J1—é’(sin )’
h=—L_—N~530m
cos @

Svaret onskas med meterprecision, vilket ungefarligen motsvarar en decimal for
sekunden (jfr exempel 2.1).

Svar: De geografiska koordinaterna (i forhallande till GRS 80-ellipsoiden) for
Treriksroset ar:

A =20°32'55,0", ¢ =69°3'35,9", och 7 =530 m.

2.2.3 Gradnat

Tva ofta forekommande begrepp vid sfariska och ellipsoidiska jordmodeller é&r
meridian och parallellcirkel. 1 Figur 2.10 ser man att longituden ar konstant langs en
meridian och att latituden &r konstant ldngs en parallellcirkel. Ekvatorn ar den
parallellcirkel som delar in jorden i norra och sddra halvklotet. Tillsammans utgor
meridianerna och parallellcirklarna det sa kallade gradnditet.

Meridianer

Figur 2.10. Exempel pd meridianer och parallellcirklar. Kdlla: Data frdn ESRI.

2.3 Avstandsberakning pa sfar och jordellipsoid

Det finns flera sétt att definiera avstand mellan punkter. I detta avsnitt beskrivs avstand
langs den réta linjen och pa jordmodellernas ytor.

Euklidiskt avstand

Det kortaste avstandet mellan tva punkter dr alltid langs en rét linje mellan punkterna.
Inom geometrin bendmns detta Euklidiskt avstand (dg). I fallet med punkterna A och B
berdknas det Euklidiska avstdndet med Pythagoras sats enligt:

dp =\J(X, = X, P +(Y, =Y, +(Z,~ Z, ) 2.9

Sfariskt avstand

Inom matningsteknik &r vi ofta intresserade av det kortaste avstandet mellan tva punkter
pa jordmodellens yta. Om man anvénder en sférisk jordmodell bendmns detta sfdriskt
avstand. Det kortaste avstindet mellan tva punkter pd en sfiar gar alltid langs med
storcirkeln som passerar dessa bada punkter. I Figur 2.11 visas storcirkelbdgen genom
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punkterna a och » med en prickad linje. Det sfériska avstdndet ds berdknas ur:
d, =Ry 2.10

ddr R &r medeljordradien och w &r bdgavstandet (Figur 2.11) uttryck i radianer.
Observera hidr att bagavstand édr en vinkel (kallas ibland for vinkelavstind). Som en
kontroll av detta uttryck kan man stoppa in bagavstandet for ett helt varv (2m) och da
erhélls som vintat det vanliga uttrycket for omkretsen pa en cirkel. Bagavstdndet
(mellan punkt 4 och B) berdknas ur de sfériska koordinaterna ur det s kallade sfariska
cosinusteoremet:

cosy =sing, ,sing, , +cos@, , cos@, , cos(4, , — A4 ;) 2.11

Figur 2.11. Bagavstdndet y och sfiiriskt avstdind d; mellan punkterna A och B. Den prickade linjen dr
storcirkeln genom A och B; R dr medeljordradien.

Avstand pa ellipsoiden

Det kortaste avstindet mellan tva punkter pa en ellipsoid gér lings med geodetiska
linjen. Den geodetiska linjen &r ett generellt begrepp for det kortaste avstandet mellan
tvd punkter pd en godtycklig yta (pa sfaren ir till exempel storcirkeln en geodetisk
linje). Att berdkna detta avstand pa ellipsoiden dr dock svart. Det finns inga slutna
formler, utan istéllet médste man tillgripa iterativa formler eller l&nga serieutvecklingar.
Den som ir intresserad av sddana berékningar far studera speciallitteratur inom geodesi
eller differentialgeometri.

Observera att hojderna for punkterna varken paverkar det sféariska avstandet eller
avstdndet pa ellipsoiden. For att berdkna dessa avstand projiceras forst punkterna pa
ytan och dérefter berdknas avstdndet pa sjilva ytan (sfdren respektive ellipsoiden).

Avstandsberdkning pé ellipsoiden har en viktig funktion vid terrester matning (och
berdkning) av langa avstand. Idag anvénds dock néstan uteslutande satellitmétning med
GNSS for métning av ldngre avstdnd. Darfor har avstdndsberdkningar pa ellipsoiden
forlorat mycket av sin praktiska betydelse inom den geodetiska métningstekniken, d&ven
fast det forekommer att man behdver berékna avstdndet péd ellipsoiden mellan tva
punkter som métts in med GNSS.

Berdknar man avstindet frdn ekvatorn till nordpolen ldngs en meridian fis omkring
10 000 km. Att man far ett sddant jamnt virde dr ingen slump. En meter definierades
ursprungligen som en tiomiljontedel av avstdndet frdn ekvatorn till nordpolen. Idag
definieras emellertid en meter genom hur ldngt ljuset gar i vakuum under en viss
tidsperiod.
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Exempel 2.3: Bestdm ldngden pa Sverige genom att berdkna Euklidiskt avstdnd, sfariskt
avstand (R = 6 370 000 m) och avstand pa GRS 80-ellipsoiden.

Treriksroset har foljande geocentriska kartesiska koordinater (i SWEREF 99, se 4.2.2):
Xr=2 140 890 m

Yr=2802 517 m

Zr=5934862m

och sodra udden vid Smygehuk har foljande geocentriska kartesiska koordinater
(SWEREF 99):

Xs=3537434m

Ys=2840 093 m

Zs=5222849m

Losning: Berdkning av det Euklidiska avstandet gors med formel 2.9:

dp = (X=X, +(Yy=Y,) +(Zs - Z,)* ~1568 027 m

For att berdkna det sfariska avstandet utnyttjar vi resultat fran Exempel 2.1 for
Treriksroset:

A, =0,35864095 radianer

@, 7 =1,20307642 radianer

Motsvarande berdkning for Smygehuk ger:

A.s =0,23316706 radianer

@, s =0,96266733 radianer

Med hjélp av formel 2.11 berdknas bagavstandet till:

W = arccos (sin @, 7 SINQ, ¢ +COSP, ; COSP, ¢ COS(A, ; — ls,s)) ~ 0,24709928 radianer

Med hjélp av bagavstéandet och formel 2.10 berdknas sedan det sfariska avstdndet:

d, =Ry =6370000 -0,24709928 m =1 574 022 m

For att berdkna avstdndet pd ellipsoiden utnyttjar vi resultat fran Exempel 2.2 for
Treriksroset. Dér berdknades de geografiska koordinaterna till:

A, =20°32'55",01

@, = 69°3'35".89

Motsvarande berdkning for Smygehuk ger:
A, =13°21'34",16

@, = 55°20'13",27

Med hjilp av ett komplicerat berékningsprogram for avstidnd pa ellipsoiden fés
1 571 922 m (detaljer for hur detta gar till beskrivs inte 1 detta kompendium).
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Svar: Foljande avstand fas mellan Smygehuk och Treriksroset:
Euklidiskt avstand =1 568 027 m

Stériskt avstand = 1 574 022 m

Avsténd pa ellipsoiden =1 571 922 m

Kommentar till svar: Att det Euklidiska avstandet ar kortast &r rétt sjdlvklart (kordor ér
kortare dn bagar). Att det sfariska avstandet dr ldngre &n avstandet pa ellipsoiden beror
pa att den sfdriska jordmodell som anvénts hér dr anpassad till hela jorden, vilket gor
att den "ligger ovanfor Sverige” och dédrmed blir avstidnden projicerade pa denna sfér
langre dn de som projiceras pa ellipsoiden (jfr Figur 2.7).

2.4 Olika typer av hojd

I de foregdende avsnitten har vi framst inriktat oss mot hur man anger den horisontella
positionen pa jordens yta. I detta avsnitt gir vi vidare med att behandla hdjd. En
grundforutsittning for att ange hojd dr att man har ett hojdsystem att utga ifrén.
Eftersom det finns flera olika typer hojder, maste man vara noga med att ange vilken
typ av h6jd som avses. Vi kommer att beskriva hdjdsystem mer ingdende i avsnitt 4.4,
men innan dess maste vi forklara de olika hgjdtyperna och introducera de
fundamentalytor som behdvs for att definiera dem.

2.4.1 Jordens fundamentalytor

Inom geodesin anvénds tre fundamentalytor for att beskriva jorden: jordytan, geoiden
och jordellipsoidens yta (Figur 2.12. Fundamentalytor pa jorden: jordytan, geoiden och
jordellipsoiden. H dr jordytans hoéjd Over geoiden, h &r jordytans hojd Over
jordellipsoiden och N dr geoidens hojd over jordellipsoiden (den s.k. geoidhdjden).
Killa: Lantmiteriet.). Jordytan dr den fysiska yta som vi gir pa. Denna yta ar relativt
ojamn, sdrskilt 1 bergsomraden. Den skiljer sig som mest fran de tva dvriga ytorna med
omkring 10 000 meter (vid de hogsta bergstopparna och djupaste havsgravarna).

Jordyta

Havsyta

Geoid

Jordellipsoidens yta

Figur 2.12. Fundamentalytor pd jorden: jordytan, geoiden och jordellipsoiden. H dr jordytans héjd over
geoiden, h dr jordytans hojd éver jordellipsoiden och N dr geoidens héjd over jordellipsoiden (den s.k.
geoidhdjden). Kdlla: Lantmditeriet.

Geoiden dr en fysikalisk yta. Man kan, ndgot forenklat, se geoiden som havsytan och
dess tinkta forlingning in under land. I mer strikt mening definieras geoiden som den
ekvipotentialyta i jordens tyngdkraftsfdilt som bist sammanfaller med medelnivin for
havsytan (Figur 2.13). Med tyngdkraftfiltet menar vi hdr det féilt som beskriver
tyngdkraften. Tyngdkraften varierar pa jordytan (beror pé att jorden inte 4r en homogen
kropp) och avtar dessutom med stigande hojd (som en foljd av Newtons
gravitationslag). Tyngdkraftfiltet dr darfor ett relativt oregelbundet félt. Varje punkt i
tyngdkraftfaltet har en ldgesenerginiva; denna ldgesenergi kan ses som den méngd
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energi som krévs for att forflytta en vikt fran jordens mittpunkt till denna punkt. Alla
punkter i tyngdkraftfiltet som har samma ldgesenergi binds samman till en
ekvipotentialyta (Figur 2.13). For en ekvipotentialyta i1 tyngdkraftsfiltet giller séledes
att lagesenergin dr konstant (dock giller inte att tyngdkraften &r konstant, vilket ar ett
vanligt missforstand). Att havsytan dr en del av en ekvipotentialyta beror pa att
lagesenergin maste vara densamma overallt pa havsytan; om sé inte vore fallet skulle
vattnet rinna mot de ldgre omradena tills vattenytan sammanfaller med en
ekvipotentialyta. Geoiden har ytterligare en intressant egenskap: den &r alltid vinkelrét
mot lodlinjen. Detta ér en foljd av att lagesenergin alltid 4ndras snabbast om man f6ljer
lodlinjen (vilket &r det som vi i normalt fall anser vara rakt nedat, se Figur 2.13).
Slutligen, eftersom geoiden dr en ekvipotentialyta dr den relativt jamn i1 formen; den
varierar inte alls sé kraftigt som jordytan gor.

B ——"" Ldgesenergi (potential) = konstant

Figur 2.13. De horisontella linjerna dr exempel pd ekvipotentialytor i jordens tyngdkraftsfilt. En av dessa
ekvipotentialytor sammanfaller med havsytans medelniva (fet linje),; denna ekvipotentialyta bendmns
geoiden. Lodlinjerna skdr vinkelrdt mot alla ekvipotentialytor (inklusive geoiden). Tyngdkrafisvektorn g
tangerar lodlinjen i varje punkt. Kdilla: Heiskanen och Moritz (1967), Physical Geodesy.

Den tredje och sista fundamentalytan dr jordellipsoidens yta. I kapitel 2 beskrev vi att
jordellipsoiden &r en rent matematisk yta som anvinds for att approximera jorden.

Inom mattillimpningar &r vi framst intresserade av hur jordytan varierar 1 forhéllande
till de 6vriga tva fundamentalytorna. Detta ger upphov till tva skilda typer av hoéjd: hojd
over geoiden (H 1 Figur 2.12) respektive hdojd over jordellipsoiden (h 1 Figur 2.12).

2.4.2 HOoOjd over geoiden

I dagligt tal sdgs t.ex. att Kebnekaises topp dr 2 111 meter éver havet, men vad vi
egentligen menar dr hér att toppen ar 2 111 meter 6ver geoiden. Det finns tre skl till
att vi anvdnder geoiden som referensyta for hojd.

1) Hojden blir noll vid havsytan

Definitionen av geoiden &r att den &r den nivdyta som sammanfaller med havsytans
medelniva. Detta gor att havsytan far hdjden noll, vilket dr naturligt eftersom hojd
framst anvénds fOr att ange jordytans variation.

2) Vatten rinner alltid mot lagre hojd
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En viktig tilldampning av h6jdmaétning ar for byggande av hus, vigar, VA-anlaggningar
och liknande. Det dr da enklast att anvénda den typ av hojd som resulterar i att vatten
alltid kommer att rinna mot ldgre h6jd; annars dr det mycket svart att t.ex. anldgga ett
nytt avloppsror.

3) Avvigning ger hojder 6ver geoiden

Den metod som framst anvinds for noggrann hjdmétning ar avvdgning (se avsnitt 5.4
och 6.3). I avvégning horisonterar man avvagningsinstrumentet sé att dess vertikalaxel
sammanfaller med lodlinjen och didrmed mits hdjden (egentligen hojdskillnaden)
relativt geoiden (eftersom geoiden dr vinkelrdt mot lodlinjen, se Figur 2.13).

I verkligheten dr det en mycket komplicerad process att bestimma hojd. For det forsta
varierar havsnivaerna rumsligt (p.g.a. exempelvis havsstrOmmar och varierande
salthalt) och i tiden (p.g.a. exempelvis tidvatten och avsméltning av ismassor). For det
andra fordandras (deformeras) sjélva jordytan. Inom Sverige beror jordytans fordndring
framst pa landhojningen efter den senaste istiden; denna hdjning av landet &r storst
langs norrlandskusten (ca 1 cm per ar) medan den &r mindre 1 den sddra delen av landet.
Detta illustreras i Figur 2.14 som visar en landhdjningsmodell i forhdllande till jordens
masscentrum. Vidare dr det sa att havsytan stiger med ndgon till ndgra millimeter om
aret langs den svenska kusten (delvis beroende pé klimatfordndringarna), vilket gor att
man i sodra Sverige upplever en landsédnkning relativt havsytans medelniva. Relativt
jordens masscentrum hdjer sig dock hela Sverige (jfr landhdjningsmodellen 1 Figur
2.14.

mm/a

[ —
4o I R

T
= = kL o =l oo

bl

Figur 2.14. Landhojningen ur den nordiska modellen NKG2016LU abs, som anger landhdjningen i
forhdllande till jordens masscentrum (ITRF 2008). Isolinjerna har en ekvidistans pda 1 mm/dr. Kdlla: Vestol
m.fl. (2019).
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Inom geodesin bendmner vi hojd Over geoiden for ortometriska hojd. 1 praktiken
anvinds dock inte alltid ortometriska hojder i strikt mening (se avsnitt 4.4), utan istéllet
anvands normalhdjd som dr hojden 6ver kvasigeoiden. Skillnaden mellan geoiden och
kvasigeoiden &r relativt liten (pd cm-niva utanfor fjdllomrddena) och distinktionen
mellan dem ligger utanfor ambitionsnivan i detta kompendium; det finns inget sétt att
forklara den utan att ga djupt in i den fysikaliska geodesin. Vi kommer dérfor inte gora
nagon skillnad mellan ortometriska hojd och normalhdjd senare i kompendiet, utan
pratar oftast om hojd 6ver geoiden.

2.4.3 Hojd over ellipsoiden

I vissa sammanhang mats hojder relativt ellipsoidens yta (/4 1 Figur 2.12). Denna typ av
hojd anvéinds framst vid satellitmétning. Anledningen dr att GPS och andra GNSS-
tekniker (kapitel 10 och 11) miter hojder relativt ellipsoiden och inte hojder relativt
geoiden.

Man bor observera att ellipsoidytan inte helt sammanfaller med nidgon ekvipotential-
yta, vilket gor att lodlinjen inte &r vinkelrdt mot ellipsoidytan. Detta ger i sin tur att
vatten inte alltid rinner &t ldgre hojdviarden (relativt ellipsoiden), vilket 1 sin tur gor att
det inte dr s& lampligt att anvdnda hojder Over ellipsoiden for praktiska métningar.
Vidare dr inte hojder 6ver ellipsoiden lika med noll vid havsytan. Detta orsakar att en
seglare kan fi en hojd pa tiotalet meter med sin GNSS-mottagare under en segeltur.

2.44 Geoidhojd

Skillnaden mellan geoiden och jordellipsoiden bendmns geoidhdjden. Geoidhdjden
varierar dver jorden och uppgar till ungefar £100 meter. Anledning till det &r att jorden
ar en icke-homogen kropp med varierande densitet, och saledes kommer tyngdkraften
att variera fran plats till plats, vilket d&ven paverkar nivderna for ldgesenergin och
diarmed geoiden.

Med kunskap om geoidhdjden kan man konvertera mellan héjd over ellipsoiden (métt
t.ex. med en GNSS-mottagare) och hdjd 6ver geoiden. Enligt Figur 2.12 gors denna
konvertering enligt:

H=h-N 2.12

dér N ér geoidhgjden. Detta innebir att den hojd som presenteras i GNSS-mottagaren
mycket vil kan vara hjden 6ver geoiden, &ven om mottagaren primart har métt hjden
over ellipsoiden. Denna konvertering kréver dock att geoidhdjderna dr bestdmda for det
omrade dir métningarna utférts och att denna information finns inlagd 1 GNSS-
mottagaren i form av en geoidmodell.

Status: Kapitlet reviderades 2021.

Tack till Lars Sjoberg, Stockholm, och Martin Ekman, Gévle. Era kompendier och
bocker har varit viktiga idégivare till detta kapitel. /Lars Harrie och Jonas Agren
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Lastips: Tva kompendier som ingdende behandlar jordmodeller & Ekman (1991) och
Sjoberg (2008). Ekman (2002) har en detaljerad och bra beskrivning pd svenska om
jordmodeller. For den som vill ldsa mer om hgjdsystem pa svenska rekommenderas
Ekman (2002).
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3 Kartprojektioner

I foregédende kapitel beskrevs hur man kan ange en position pa jordellipsoiden med
hjilp av geografiska koordinater (latitud och longitud). Detta kapitel behandlar hur
denna position kan Overforas till ett plant papper eller en datorskdrm. Malet &r att
avbilda den buktiga ytan pa ellipsoiden pa ett plan. Vidare behovs ett standardiserat sétt
att uttrycka positionen i det plana koordinatsystemet. En vanlig konvention &r att
bendmna axlarna i detta koordinatsystem 1 enlighet med Figur 3.1, dir N stir for
Northing och E for Easting.

N A

E

L

Figur 3.1. Ett plant koordinatsystem i kartplanet.

En enkel ansats vore att skapa ett tvddimensionellt koordinatsystem med longitud pa E-
axeln och latitud pa N-axeln; detta bendmns ibland kvadratisk plattkarta eller Plate
Carrée-projektion. Problemet med denna ansats dr att den starkt kommer att forvranga
verkligheten. Detta syns tydligt 1 Figur 3.2 ddr vi avbildat Norden pa detta sitt. Som vi
kan se dr Sverige och ovriga lander betydligt bredare (i Ost-véstlig riktning) dn de
egentligen dr. Anledningen till skalproblemet 1 0st-vistlig riktning ar att meridianerna
konvergerar (dvs. ndrmar sig varandra) vid nord- och sydpolerna (jfr Figur 2.6 och
Figur 2.10). Dock ér avstanden mellan meridianerna konstant i plattkartan (Figur 3.2)
vilket gor att kartan &r kraftigt uttdnjd i Ost-vastlig riktning.

N=9p

.,
oy
L ol

E=A
Figur 3.2. Karta ddr axlarna utgors av longitud och latitud. Kdlla: Data frdan ESRI.

For att skapa béttre kartor maste vi istéllet lata £- och N-koordinaterna vara funktioner
av latitud och longitud enligt:

E:fE((o’A)
NZfN((D,/l)

3.1

dar

E, N ér koordinater i kartplanet,
fe, fv ar funktioner som beskriver kartprojektionen (se exempel i formel 3.9), och
@, A ar latitud och longitud.
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En sddan avbildning fran en position péa ellipsoiden (eller sfiaren) till ett plant system
bendmns kartprojektion. En kartprojektion kan aldrig vara perfekt; det uppstér alltid
geometriska distortioner (férvrangningar) niar man avbildar en buktig yta pa en plan
yta. Att bevisa detta strikt krdver avancerad matematik, men det kan enkelt illustreras
med en vardagssituation: forsok att fa ett apelsinskal att ligga platt pa ett bord utan att
pa nagot sétt deformera skalet.

Det finns flera kartprojektioner framtagna for olika syften. Vilken projektion som é&r
bist beror pa tillimpningen. For att kunna gora ett bra val av kartprojektion krivs
grundldggande kunskap om hur projektionerna ér konstruerade och vilka egenskaper de
har. Detta kapitel inleds med en beskrivning av den principiella uppbyggnaden av
kartprojektioner (avsnitt 3.1) for att senare komma in pa deras egenskaper och
geometriska distortioner (avsnitt 3.2). Ddrefter beskrivs nagra vanliga kartprojektioner
(avsnitt 3.3). Kapitlet avslutas med en matematisk framstéllning av kartprojektioner
(avsnitt 3.4). Slutligen behandlas kartprojektionskorrigering av geodetiska métningar
(avsnitt 3.5).

For att forenkla framstillningen i kapitlet kommer vi endast att behandla hur positioner
pa en sfar avbildas pa ett plan. Att avbilda en ellipsoids yta gors pa liknande sétt; man
anvinder samma principiella uppbyggnad och stravar efter samma egenskaper i kartan.
Observera att det alltid dr en jordmodell (sfar eller ellipsoid) som avbildas med en
kartprojektion; det dr aldrig sjélva jorden.

3.1 Principiell uppbyggnad

Bendmningen kartprojektion antyder att man pa néagot sitt projicerar jordmodellen pa
en tvddimensionell yta (kartplanet). Att jordytan projiceras pd kartplanet innebér att
man kan dra en rit linje mellan alla korresponderande punkter pa jordytan och
kartplanet och att alla dessa linjer skér varandra i en och samma punkt, denna punkt
bendmns projektionscentrum. Ofta brukar man illustrera detta med en lampa som
placeras i projektionscentrum. Lampan sdnder ut ljus som réta linjer som projicerar alla
punkter pa jordytan pa kartplanet (jfr Figur 3.4).

Det finns tre grundldggande typer av projiceringar (Figur 3.3):

Azimutala kartprojektioner: For att skapa en azimutal kartprojektion anvénds ett plan;
detta plan laggs pa ett sadant sitt att det tangerar jordmodellen i en viss punkt (Figur
3.3a). Dérefter definierar man ett projektionscentrum som till exempel jordmodellens
mittpunkt. Slutligen projicerar man punkter pa jordmodellens yta till planet genom att
frdn projektionscentrum rita rita linjer genom dessa punkter (Figur 3.4). For en
azimutal projektion (som tangerar vid ndgon av polerna) bildar meridianerna réta linjer
(radier 1 en cirkel) och parallellcirklarna blir koncentriska cirklar (Figur 3.3a).
Deformationerna i kartan dr minst ndrmast tangeringspunkten.

Cylindriska kartprojektioner: Det finns tva huvudtyper av cylindriska kartprojektio-
ner. En normal cylinderprojektion bestair av en cylinder vars symmetriaxel
sammanfaller med jordmodellens rotationsaxel (cylindern tangerar da ekvatorn). Fér en
transversal  cylinderprojektion ar cylinderns symmetriaxel vinkelrdtt mot
jordmodellens rotationsaxel. Vid den transversala cylinderprojektionen tangerar
cylindern en meridian, vilken brukar bendmnas medelmeridian (se Figur 3.6). I Figur
3.3b visas att vid normal cylinderprojektion bildar meridianerna rita linjer med
konstant avstdnd frdn varandra och parallellcirklarna blir rdta linjer vinkelrdtt mot
meridianerna.
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Koniska kartprojektioner En kon ldggs over jordmodellen. Om konen tangerar en
parallellcirkel sd bildar meridianerna rdta linjer och parallellcirklarna delar av
koncentriska cirklar (Figur 3.3c). Observera dock att en sektor (liknande en tartbit)
forsvinner i avbildningen; denna effekt uppnas nir konen klipps upp lings ett snitt sa
att konens yta kan placeras pé ett plan. Den koniska projektionen &r inte vil lampad for
att anvindas vid polerna eller vid ekvatorn, men dr anvéndbar i “mellanhdga” latituder.
Projektionens deformationer &r minst ndra den parallellcirkel diar konen tangerar
jordmodellen.

Polér stereografisk
projektion

(b)

Mercator-projektionen

TR of Lamberts konforma
WP A g koniska projektion

Figur 3.3. Tre sditt att avbilda en jordmodell pa ett plan: (a) azimutal, (b) (normal) cylindrisk och (c)
(normal) konisk. Till viinster visas hur planet, cylindern respektive konen ligger i forhdllande till
Jjordmodellen vid projiceringen och i mitten visas hur jorden avbildas med respektive kartprojektion. Till
hoger ges namnet pd den projektion som anvdnts, andra projektioner av samma typ har liknande utseende
vad det giller avbildningen av gradnditet.
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J Tangeringspunkt

Jordens mittpunkt

AN
Nadirpunkt till tangeringspunkten

Figur 3.4. Asimutal projektion, ddr jordens mittpunkt dr projektionscentrum (gnomonisk projektion).
Nadirpunkten definieras som den punkten som ligger diametralt pa andra sidan jordmodellen. Nadirpunkten
bendimns ibland antipoden

Man kan placera projektionscentrum pa olika platser. Man sérskiljer mellan tre fall
(Figur 3.5):

e Gnomonisk — projektionscentrum i jordmodellens mitt (jfr Figur 3.4).
o Stereografisk - projektionscentrum i nadirpunkten (se forklaring i Figur 3.4).

e Ortografisk — projektionscentrum odndligt langt bort (vilket ger parallella
linjer).

1

I

Figur 3.5. Gnomonisk, stereografisk och ortografisk projektion (av typen azimutal).

Ovan har vi behandlat en kartprojektion som en projicering. En kartprojektion ar dock
sillan en projicering i1 egentlig bemérkelse. Projiceringar dr enkla att hantera men
saknar flera andra bra egenskaper (se avsnitt 3.2), och darfor gér man oftast vissa avsteg
ifrdn projiceringar nir man konstruerar kartprojektioner. I Figur 3.6 avbildas punkten a
pa jordmodellen pd punkten A4 pa kartplanet. Hér har man gjort ett avsteg ifran en sann
projicering; linjen gor en liten riktningsédndring vid jordmodellens yta. Storleken pa
riktningsidndringen  bestdms matematiskt utifrfdin  Onskade egenskaper hos
kartprojektionen (se avsnitt 3.4).
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Cylindemns
symmetriaxel

Figur 3.6. Transversal cylinderprojektion. For forklaringar se texten.

3.2 Egenskaper och geometriska distortioner

For att beskriva egenskaper hos en kartprojektion anvinds frekvent begreppet skala.
Skalan definieras som avstand pa kartan delat med avsténd i verkligheten, exempelvis
motsvarar 1 cmien 1:500 000-dels karta 5 000 meter i verkligheten. I praktiken dr dock
aldrig en skala konstant i en karta. Skalan varierar beroende pa ldaget och/eller riktningen
1 kartan. Nar vi anviander begreppet skala i detta kapitel syftar vi pa den relativa skalan
i en karta. Och nér vi sdger att skalan varierar menas att en 1:500 000-dels karta kan ha
en skala som varierar mellan 1:499 900 i en del av kartan och en skala pa 1:500 100 1
en annan del av kartan. Vi kan séledes sluta oss till att en kartprojektion alltid forvranger
verkligheten; 1 tekniska termer bendmns denna forvrangning geometrisk distortion.

Vanligtvis onskar man sig en av foljande tva egenskaper i en kartprojektion:

Vinkelriktighet (konformitet): 1 en vinkelriktig kartprojektion bevaras vinklar i
skdrningspunkten mellan linjer som korsar varandra. Exempelvis ska vinkeln i
korsningen mellan en vég och en jarnvag vara lika stor pé kartplanet som 1 verkligheten.
I en vinkelriktig karta dr skalan lika stor 1 alla riktningar (inom ett oéndligt litet omrade
runt varje punkt). De flesta kartor idag, savdl pd papper som pa skdrmen, &r
vinkelriktiga. Detta géller for kartor frin kommuner, lantmaiteriet, sjofartsverket och
andra statliga myndigheter savél som for karttjdnster 1 mobiltelefoner.

Ytriktighet: 1 en ytriktig kartprojektion bevaras en figurs area. Detta dr en viktig
egenskap om man vill relatera storleken péd olika geografiska omréaden till varandra.
Ytriktiga kartprojektioner anvinds ofta for vérldskartor, i tematiska atlaser, och andra
smaskaliga kartor samt for viss statistisk och annan tematisk information.

Figur 3.7 illustrerar egenskaper hos vinkelriktiga respektive ytriktiga projektioner. Nér
ett litet cirkelformat omréde pa jordmodellen avbildas pa en karta med en vinkelriktig
projektion kommer omrédet att forbli en cirkel. Rent generellt géller att en vinkelriktig
projektion bevarar formen pa objekt. Detta dr en f6ljd av att i en vinkelriktig projektion
ar skalan lika stor i alla riktningar. Dock varierar skalan mellan olika punkter pa kartan
vilket gor att cirkelns storlek kan variera. I en ytriktig projektion varierar skalan i alla
riktningar (sett fran en och samma punkt). Darmed bevaras inte formen pa objekt. Dock
ar den genomsnittliga skalan (sett Gver alla riktningar) lika stor i alla punkter pa kartan;
ddrmed bevaras den relativa storleken pé objekt.
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Omradet avbildat

pa kartan
Litet omrade pa
jordmodellen

Vinkelriktig O
— O

Yriktig Q
\ O

Figur 3.7. Egenskaper hos vinkelriktiga och ytriktiga projektioner.

Idealet vore att kombinera vinkelriktighet och ytriktighet i kartprojektioner. Fran Figur
3.7 ser vi att om det skulle gé att kombinera dessa skulle det innebira att skalan &r lika
stor overallt 1 kartan samt att skalan &r lika stor i alla riktningar. Detta skulle innebéra
en perfekt avbildning, vilket dr omdjligt; det dr séledes inte mojligt att kombinera
vinkelriktighet och ytriktighet i kartprojektioner.

En annan egenskap for en kartprojektion &r ldngdriktighet. Med langdriktig menas att
skalan dr konstant. Man ska dock vara forsiktig med denna beteckning eftersom en
kartprojektion aldrig helt kan vara ldngdriktig overallt (for da vore den en perfekt
avbildning) utan endast langdriktig l&ngs vissa linjer i kartan. Det gar att kombinera
langdriktighet ldngs vissa linjer med vinkelriktighet eller ytriktighet.

Det finns ingen direkt koppling mellan den principiella uppbyggnaden av en
kartprojektion och egenskaperna hos densamma. Det finns en del cylindriska
projektioner som &r vinkelriktiga och andra cylindriska projektioner som é&r ytriktiga.
Ett vanligt missforstand &r att vinkelriktiga projektioner, som ofta bendmns konforma,
skulle vara koniska projektioner. Begreppen konforma och koniska har helt skilda
betydelser och ska inte blandas ihop.

Inom miétningsverksamhet anvidnds uteslutande vinkelriktiga kartprojektioner.
Anledningen ar att for dessa kartprojektioner dr skalan densamma 1 alla riktningar.
Detta gor att de kartprojektionskorrektioner man maste anvinda inom métnings-
verksamhet (se avsnitt 3.5) blir enklare 4n om man hade anvént en ytriktig projektion.

Om man avbildar jorden i en vinkelriktig respektive ytriktig kartprojektion far man helt
olika intryck av virldens kontinenter (Figur 3.8). I en ytriktig projektion &r den relativa
storleken riktig, men formen pa kontinenterna &r felaktig, medan formen bevaras battre
1 den vinkelriktiga (i alla fall 6ver inte alltfor stora omraden) pd bekostnad av den
relativa storleken. Ett exempel pa det senare syns i kartan till hoger 1 Figur 3.8 dér
polomradena &r overdrivet stora 1 jamforelse med omrdden néra ekvatorn.
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Qv’f/w ﬁ/ﬁ* 2

Figur 3.8. (Vinster) Ytriktig projektion (Mollweide, pseudocylindrisk projektion). (Hoger) Vinkelriktig
projektion (Mercator, normal cylindrisk projektion). Kdlla: Data fran ESRI

3.3 Beskrivning av nagra vanliga kartprojektioner och
dess parametrar

3.3.1 Nagra vanliga kartprojektioner

Den mest kidnda normala cylindriska projektionen &r Mercator-projektionen, som
introducerades av Gerardus Mercator (1512—1594) (se Figur 3.3b och Figur 3.8 hoger).
I Mercator-projektionen placeras cylindern antingen sa att den tangerar ekvatorn, vilket
gor att skalan blir riktig vid ekvatorn, eller s att cylindern skér jordmodellen genom
tva parallellcirklar. Meridianerna blir rdta linjer med lika avstand mellan varandra, och
parallellcirklarna blir réta linjer, vinkelrdta mot meridianerna men med ojdmna avstand
emellan dem. Projektionen dr utmarkt for navigation, eftersom den ar bade vinkelriktig
och avbildar loxodromerna som rita linjer. En loxodrom &r en linje med konstant
asimut, dvs. den foljer en given kompassriktning (Figur 3.9). Loxodromen &r en god
approximation av ndrmaste vigen pd korta avstdnd, men for lingre avstdnd mdste
kortaste vigen tas fram utifran storcirkeln respektive geodetiska linjen (se avsnitt 2.3).
Mercator-projektionen avbildar poldra regioner som mycket storre dn regioner néra
ekvatorn, vilket gor att man latt far ett felaktigt intryck av geografiska omradens relativa
storlek. I Sverige har projektionen anvints till sjokort och i ekvatorndra omraden &r den
anvand for topografisk kartlaggning. Till viss del dr den dven anvand for virldskartor
och oversikter i atlaser. En variant av Mercator-projektionen, den sd kallade webb-
Mercator, har blivit en de-facto standard 1 webbaserade karttjéanster och anviands av de
flesta internationella karttjansterna.

Figur 3.9. En storcirkelbdge dr ndrmaste vigen
mellan tva punkter pad en sfir. En loxodrom skdr alla
/ meridianer med samma vinkel, dvs. den har en
konstant asimut (kompasskurs).

Loxodrom
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Den transversala Mercator-projektionen introducerades for sfarer av Johann Lambert
(1728-1777) och for ellipsoider av Carl Friedrich Gauss (1777-1855); den
vidareutvecklades senare av Louis Kriiger. Den ar dirfor dven kind under namnet
Lamberts projektion (stir) och Gauss-Kriigers projektion (eller bara Gauss projektion)
(ellipsoid). Projektionen #r vinkelriktig. Aven i detta fall kan man lita cylindern
antingen tangera en meridian eller skdra jordmodellen liangs tvd meridianer. Om
cylindern tangerar jorden sa konvergerar meridianerna bagformigt mot medelmeridianen,
och skér varandra i polen (Figur 3.10). Hela klotet bor inte avbildas, pa langa avstand fran
medelmeridianen blir deformationen kraftig. Projektionen lampar sig speciellt vil for
ganska smala omrdden med storsta utbredning i nord-sydlig ledd. Den transversala
Mercator-projektionen ligger till grund for i princip all métning och kartldggning i
Sverige (se 4.2.3) och &r dven vanligast 1 6vriga Europa for det andamalet.

Figur 3.10. Transversal Mercator-projektion , gradndit 15°. Medelmeridian gdr genom Greenwich. E-axeln
sammanfaller med ekvatorn och N-axeln med medelmeridianen. Kdlla: Lantmdteriet.

Lamberts ytriktiga azimutalprojektion dr en ytriktig projektion (Figur 3.11). Om
tangeringspunkten &r i ndgon av polerna avbildas meridianerna som rita linjer genom
polen i korrekta vinklar. Kartprojektionen anvinds bland annat for gemensam tematisk
information inom Europa (t.ex. for databaser om markanvéndning).

Figur 3.11. Lamberts ytriktiga azimutalprojektion, gradndt 15°. Kdlla: Lantmdteriet.
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Mollweide @r en ytriktig projektion (se Figur 3.8 vénster). Projektionen ir inte strikt
cylindrisk men har vissa likheter med en (transversal) cylindrisk projektion och
bendmns dérfor pseudocylindrisk. Medelmeridianen avbildas som en rit linje av halva

den avbildade ekvatorns lingd (lika med 2RV2 ). Ovriga meridianer avbildas som
halva ellipser, avsatta pa konstanta avstand lings ekvatorn. Meridianerna 90° vist och

2
90° ost bildar en cirkel med ytan 2nR (lika med ytan av halva sfaren), och radien RV2

2
. Hela jordklotet avbildas i en ellips (med ytan 4nR ). Parallellerna avbildas som rita
linjer parallella med ekvatorn. Projektionen forekommer t.ex. 1 atlaser.

For specifika tillimpningar anvédnds ofta kartprojektioner som har trevliga egenskaper
for just det anvindningsomradet. For att visa flygrutter fran en flygplats anvédnds ofta
en azimutal projektion ddr man lagt tangeringspunkten vid flygplatsen. Detta gor att
alla flyglinjer blir mer eller mindre raka Ilinjer ut fran flygplatsen. Inom
planetkartografin anvénds oftast ortografiska azimutala projektioner (jfr Figur 3.5);
naturligt med tanke pa att det dr s& vi ser manen och andra himlakroppar 1 vara teleskop
hérifran jorden. En variant av ortografisk projektion anvénds ocksa i Google Earth nér
man borjar zooma in mot jorden.

3.3.2 Kartprojektionsparametrar

Man kan variera alla kartprojektioner genom att lata cylindern, konen eller planet
tangera jorden pa olika sitt, genom att flytta origo for koordinatsystemet i
kartprojektionsplanet etc. For att definiera hur man projicerar sina geografiska
koordinater pé ett plan ricker det sdledes inte med att tala om vilken kartprojektion man
anvéander, utan dven Aur man anviander den. Detta gér man genom att specificera ett
antal kartprojektionsparametrar. Vilka parametrar som anvénds varierar mellan olika
projektioner.

For den transversala Mercator-projektionen anvénds foljande kartprojektions-
parametrar:

medelmeridianen (longitudvirde),

forstoringsfaktorn (skalfaktorn lings medelmeridianen),
koordinattillagg i nord-sydlig riktning (N-tilldgg), och
koordinattillagg i 0st-vistlig riktning (E-tilldgg).

Den forsta parametern anger den centrala meridianen dir cylindern tangerar eller runt
vilken den skér jordmodellen. Om den andra parametern, forstoringsfaktorn, sétts lika
med 1,0 innebdr det att kartprojektionen dr ldngdriktig ldngs med medelmeridianen
(skalan okar sedan med avstand fran medelmeridianen). De tva sista parametrarna anger
forskjutning av origo for koordinatsystemet. I Figur 3.10 ligger origo i skdrningen
mellan medelmeridianen och ekvatorn, vilket géller om N- och E-tilliggen sitts lika
med noll. I de flesta tillimpningar (pa norra halvklotet) &r det ldmpligt att berdkna N-
koordinaten fran ekvatorn och darfor sitts N-tillagget lika med noll. Det dr dock
opraktiskt att lata N-axeln sammanfalla med medelmeridianen eftersom man oftast vill
kartera pa bada sidor av denna meridian. For att undvika negativa koordinater anvander
man darfor ett £-tillagg.
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3.3.3 Val av kartprojektion och kartprojektionsparametrar

Om man sjélv har mdjlighet att paverka vilken kartprojektion som ska anvéndas bor
man stélla sig ett par frdgor. Den forsta frigan dr om det dr ldmpligast att anvinda en
vinkel- eller ytriktig projektion. Vid all matningsverksamhet ska man anvidnda en
vinkelriktig projektion, men for lagring och presentation av data (t.ex. skdrmkartor) kan
det vara lampligt att anvdnda en ytriktig projektion 1 vissa fall. Den andra
fragestillningen dr vilken kartprojektion och vilka parametrar man bor anvénda.
Grundregeln &r att man Onskar fi sa liten deformation av jorden som mojligt. Lite
forenklat bor man vilja en kartprojektion vars cylinder, kon eller plan nira ansluter till
det omrdde som ska maitas eller karteras. Ska man t.ex. presentera ett omrdde som ar
utstriackt 1dngt i nord-sydlig riktning &r transversala cylinderprojektioner bra och for
omraden som &r mer vidstrickta i 0st-vistlig riktning kan en normal konisk projektion
vara ett gott alternativ. Vidare bor man generellt anvinda en standardiserad
kartprojektion (inklusive virden pa parametrarna) om en sadan finns att tillgd. Det
underlittar for anvandaren om hen anvinder en kidnd kartprojektion.

3.3.4 Universal Transversal Mercator (UTM)

UTM introducerades av det amerikanska forsvaret 1947 i syfte att uppritta ett enhetligt
projektionssystem for kartor over hela jordklotet. Jorden delas in 1 60 zoner om 6°
longitud var mellan latituderna 84°N och 80°S (Figur 3.12). Zonernas numrering startar
vid datumgriansen (180° E) och zonerna numreras dsterut. Varje zon avbildas sedan
med en transversal Mercator-projektion (Figur 3.10) med fordefinierade parametrar for
varje zon. For de polira omrddena anvdnds den sa kallade Universal Polar
Stereographic (UPS)-projektionen, vilken dr en vinkelriktig stereografisk azimutal
projektion (jfr Figur 3.5).

For varje UTM-zon anvénds foljande kartprojektionsparametrar for den transversala
Mercator-projektionen:

e Medelmeridianen ligger mitt i respektive zon, exempelvis har zon 31
medelmeridianen +3° (dvs. 3 grader ster om Greenwich).

e Forstoringsfaktorn dr 0,9996. Faktorn dr vald for att minimera det maximala
skalfelet 1 zonen. Med denna skalfaktor blir strackorna lite for langa 1 zonens
ytteromraden och nagot for korta langs medelmeridianen (i forhéllande till hur
langa strickorna dr 1 verkligheten).

e N-tilligg dr 0 m norr om ekvatorn och 10 000 000 m sdoder om ekvatorn.
o [-tillagg dr 500 000 m (vilket innebér positiva koordinatvirden i hela zonen).

UTM ir idag det projektionssystem som de flesta lander 1 Europa (inklusive Sverige)
anvinder for sin officiella kartlaggning; mer om detta kommer 1 kapitel 4. Stora delar
av Sverige ligger i UTM zon 33, men landet gér dven in i zonerna 32, 34 och snuddar
dven zon 35 (Figur 3.13). Medelmeridianen for zon 33 ligger pad 15° Oster om
Greenwich.
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Figur 3.13. Zonindelning for UTM i Sverige.
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3.4 Formler for kartprojektioner

I detta avsnitt kommer vi att studera explicita matematiska uttryck for Mercator-
projektionen, men forst behover vi ge lite mer matematisk bakgrund.

3.4.1 Matematisk bakgrund

I Figur 3.7 och Figur 3.14 studeras hur ett litet cirkuldrt omrdde pa jordmodellen
avbildas pé planet med en vinkelriktig respektive ytriktig projektion. Den cirkel/ellips
som uppkommer pa kartan vid denna avbildning bestims av halvaxlarna 4 och k (jfr
Figur 3.14). Baserat pa diskussionen i avsnitt 3.2 fas foljande samband:

vinkelriktiga projektioner = h=k 3.2
och
ytriktiga projektion =2 hk=1 3.3

I egentlig mening ska det cirkuldra omradet vara infinitesimalt litet (ofta bendmnt
elementarcirkel) och den avbildas som en infinitesimalt liten cirkel/ellips, s.k.
indikatrisen eller elementarellipsen. Tolkningen av parametern /4 blir sdledes: Om man
rOr sig ett infinitesimalt avstand langs en meridian, hur langt kommer man da att rora
sig pa kartan (dvs. en partiell derivator). Tolkningen av k sker pa analogt vis for en
forflyttning langs en parallellcirkel.

Litet cirkulart omrade  |ngikatris
pa jordmodellen

Vinkelriktig — /m
-

Ytriktig @ _ C if%

Figur 3.14. Ett litet cirkuldrt omrdde pd jordmodellen avbildas pa ett kartplan; avbildningen blir en
indikatris.

|

X

3.4.2 Harledning av Mercator-projektionen

Mercator-projektionen dr en vinkelriktig normal cylinderprojektion for en sfarisk
jordmodell. Om man studerar Figur 3.3b och Figur 3.8 (hdger) ser man att Mercator-
projektionen avbildar gradnitet som ett rutnét, dvs. alla meridianer blir vertikala linjer
och parallellcirklar blir horisontella linjer. Detta innebér i sin tur att for Mercator-
projektionen dr N-koordinaten endast en funktion av latituden (oberoende av
longituden) och E-koordinaten endast en funktion av longituden (oberoende av
latituden). Vi har saledes foljande symboliska uttryck for Mercator-projektionen:
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E:fE(ﬂ“s)
N:fN(qps)

For att hirleda funktionerna fr och fy behover vi lite mer bakgrundsteori. Mercator-
projektionen dr halvperspektivistisk (Figur 3.15). Med halvperspektivistisk menas att
den dr perspektivistisk (dvs. kan beskrivas med en projektion) i ena riktningen men inte
1 andra riktningen. Mercator-projektionen dr perspektivistisk i ost-véstlig led vilket ges
av den vénstra delen av Figur 3.15. Avbildningen sker hdr med rita linjer fran
projektionscentrum (sfirens mitt) via jordmodellens yta for att sedan na
kartprojektionsplanet (vilket dr cylinderns mantelyta). I nord-sydlig riktning &r dock
inte Mercator-projektionen en sann perspektivistisk avbildning. Pa liknande sétt som 1
Figur 3.6 (fast har for en staende cylinder) gor linjen en riktningsforandring nér den
passerar jordmodellens yta (Figur 3.15 hoger).

3.4

I Mercators-projektion har alla punkter som ligger langs med Greenwich-meridianen
E = 0. E-koordinaten dkar sedan nér man ror sig Osterut. Fran den vénstra delen av Figur
3.15 ser vi att en punkt med sférisk longitud 4, kommer att avbildas pa cirkelns
mantelyta pa avstdndet R-As frin meridianen genom Greenwich. Vi har darmed:

E=f,(1)=RA, 3.5
dér R dr radien pa den sfériska jordmodellen och longituden uttrycks i radianer.

Nu 4terstar att hédrleda funktionen fy vilket blir svirare eftersom projektionen inte ar
perspektivistisk 1 denna riktning. I stdllet utnyttjas att Mercator-projektionen dr en
vinkelriktig projektion och séledes giller att 4 = k Gverallt. Om vi kan bestdmma uttryck
for 4 och k kan vi med hjdlp av dessa uttryck hirleda hur funktionen fy ser ut. For att
bestimma /4 och & borjar vi med att studera Figur 3.15. I den hogra figuren kan vi se att
en infinitesimal forflyttning lings en medelmeridian (= R dg )motsvaras av en

forflyttning dN pé kartan. Séledes fas foljande uttryck for halvaxeln 4 hos indikatrisen:

h:d_N 3.6
R do,

dar latitituden uttrycks i1 radianer. I den vinstra delen av Figur 3.15 ser vi att en
infinitesimal forflyttning pd den sfdriska jordmodellen pé Rcos((os )d/ls motsvaras av

en forflyttning pa cylindern pd Rd A, (vi har hir utnyttjat att Mercator-projektionen ar

en perspektivistisk transformation i dst-vastlig riktning). Alltsé erhalls foljande uttryck
for halvaxeln & hos indikatrisen:

RdA, 1

= = 3.7
Rcos(p,)dA,  cosp,
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Vy fran sidan

Vy fran ovan

FParallellcirkel
vid latitud @,

Cylinderns
e mantelyta

Graanwichmeridianen

Figur 3.15. Avbildning firdn sfir till cylinder med Mercator-projektionen.

I nésta steg utnyttjas att Mercator-projektionen dr en vinkelriktig projektion (4 = k)
tillsammans med de hérledda uttrycken for /4 och £, vilket ger foljande ekvation:

N _ 1 n=r 4P 3.8
Rdgp, cose, COS @,

Ekvation 3.8 &r en separabel differentialekvation som kan losas med hjdlp av
integrering. Om man studerar en tabell for integraler, och kompletterar med formel 3.5
(samt anvénder bivillkoret att N=0 vid ekvatorn), fas slutligen foljande uttryck for

Mercator-projektionen:
N=Rn|tan| Z+%
4 2 3.9

E=RA,
dér den sfdriska latituden och longituden anges i radianer.

Exempel 3.1: Hur langt dr det mellan Smygehuk (S) och Treriksroset (7) 1 Mercator-
projektionen. Anvénd en sfdrisk jordmodell med radien R=6 370 000 m.

Anvind f6ljande sfariska koordinater:
A.s =13°21'34,16" }

Smygehuk:
Ve {gos,s — 55° 09' 24,39"

A . =20°32'55,01"
Treriksroset: '

@, = 68°55'52,32"

Losning: Ansatsen dr att berdkna N- och E-koordinater for bade Smygehuk och
Treriksroset. Sen berdknas avstdndet i1 projektionsplanet med hjélp av Pythagoras sats.

Genom att tillimpa formel 3.9 fés foljande koordinater i Mercator-projektionen:
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Smygehuk: Ns=7382921,8m  Es=1485274,2 m
Treriksroset: Nr=10715760,7m E;=2284542,9 m

Sedan berdknas avstidndet 1 projektionsplanet:

dMercatur = \/(NS _NT )2 +(ES _ET)2 ~ 3 427 338 m

Svar: Avstandet mellan Smygehuk och Treriksroset 1 Mercator-projektionen &ar
3427 338m.

Kommentar till svaret: Om vi jamfor med Exempel 2.3 ser vi att Sverige dr dubbelt sa
langt 1 Mercator-projektionen som i verkligheten. Detta innebédr att Mercator-
projektionen har ett stort skalfel hir och inte kan tillimpas inom métningstillimpningar

1 Sverige. Generellt giller att skalan 1 Mercators-projektionen dr lika med vilket

CoS @,

ger en skalfaktor tva vid en latitud pa 60 grader. Detta stimmer 6verens med véar
berdkning av Sveriges langd. o

3.4.3 Formler for transversal Mercator-projektion

Formlerna f6r transversal Mercator-projektion (och UTM) édr betydligt mer
komplicerade én for den normala Mercator-projektionen. Formlerna innehéller lénga
serieutvecklingar och lampar sig inte for berdkningar med endast minirdknare. Déaremot
ar det relativt enkelt att skriva ett datorprogram for att utfora dessa berdkningar.

Exempel 3.2: Hur langt dr Sverige i1 kartprojektionen UTM zon 33? Anvind
jordellipsoiden GRS 80.

Anvind f6ljande geografiska koordinater:
A =13"21'34",16 }

Smygehuk: {% = 5572011327

{ﬂ”’ :20°32'55",01}
Treriksroset: (Pr = 69°3357.89

Losning: Ansatsen dr att berdkna N- och E-koordinater for bade Smygehuk och
Treriksroset. Sen berdknas avstandet i projektionsplanet med hjdlp av Pythagoras sats.

Genom att tillimpa ett berdkningsprogram fas foljande koordinater i UTM zon 33:
Smygehuk: Ns=6 133 521,06 m Es=395 945,36 m
Treriksroset: Nr=7 671 055,36 m E7;=721 050,14 m

Sedan berdknas avstandet i projektionsplanet:

dyee = (N =N, ) +(Eg—E, )’ 1571529 m

Svar: Avstandet mellan Smygehuk och Treriksroset i UTM zon 33 &r 1 571 529 m.

Kommentar till svaret: Om vi jamfor med Exempel 2.3 ser vi att Sverige ar 393 meter
kortare i UTM zon 33 4n pa ellipsoiden. Att avstdndet dr kortare dr en foljd av att
strackan Smygehuk till Treriksroset till delar gar relativt ndra medelmeridianen f6r zon
33 (Figur 3.13) samt att en forstoringsfaktor pa 0,9996 anvéinds av UTM, vilket innebar
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ett skalfel pd 0,4 %o langs medelmeridianen. Skalfelet mellan Smygehuk och
Treriksrdset blir lite mindre, omkring 0,25 %eo.

3.5 Kartprojektions- och lutningskorrigering av
matningar

Nér man utfor geodetiska och fotogrammetriska maétningar anvénds mycket ofta
koordinater i ett kartprojektionsplan. Eftersom skalan i ett kartprojektionsplan inte &r
konstant maste man 1 manga fall kompensera for detta. For att ta ett exempel. Ponera
att du maétt en horisontell stricka och att matningar ger att strackan ar 200,00 meter pa
marken och du dr intresserad av att berdkna strickans lingd i en UTM projektion.
Eftersom du befinner dig nidra medelmeridianen &r skalfaktorn 0,9996. Detta innebér
att strickan dr endast 199,92 meter i kartprojektionsplanet.

Vid noggrann geodetisk mitning av ldngder behovs mer exakta korrektioner. Forst
méiste det matta lutande avstdndet pad jordens yta (d;) rdknas om till avstandet pa
jordellipsoiden (d>), vilket gors genom att applicera lutnings- och hojdkorrektioner.
Direfter ridknas d> pé ellipsoiden om till avstandet i projektionsplanet (d3) genom att
applicera en projektionskorrektion. Dessa avstand illustreras i1 Figur 3.16. Om man till
exempel anvénder en transversal Mercator-projektion med ldngdriktig medelmeridian,
kan foljande projektionskorrektion utnyttjas (om man ar ndrmare dn 100 km frén
medelmeridianen och avstindet ifraga ar kortare dn 8 km),

£ E,+E)Y
d3=d2(1+%j=d2 1{( 4 B)j , 3.10

2 2J2R

dir E 4r medelvirdet av #ndpunkternas Easting-koordinater i forhillande till
medelmeridianen (E-tilldgget ar alltsa noll) och R ar ellipsoidens medelkrokningsradie.
Lagg marke till att projektionskorrektionen av avstandet dr noll vid medelmeridianen
och véxer kvadratiskt nir avstandet frdn medelmeridianen okar.

-_._._Tj_l.—----L

Projektions-
planet

BUY  T——

e ML

Ellipsoiden

Figur 3.16. Korrektion av det mdtta lutande avstindet, d,, till avstindet pd jord-ellipsoiden, d», och slutligen
vidare till avstandet i projektionsplanet, d;. Easting-koordinaten E forutsdtts hdr referera till
medelmeridianen (dvs. AE = 0). Kdlla: HMK-Stommdtning (2020).
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Det ricker dock inte med att korrigera langden péd en stricka utan man maste dven
korrigera vinkelmitningar. Detta kan 1 forsta anblick verka onddigt om man anvander
en vinkelriktig kartprojektion. Problemet ligger i vilka typer av vinklar som bevaras i
en vinkelriktig projektion. Studera Figur 3.17; pa den vénstra sidan syns en sfarisk
jordmodell med tre punkter utmérkta. Vidare dr ndrmaste viagen mellan en punkt och
de tva ovriga punkterna utritade, dar den narmaste vigen (pa den sfériska jordmodellen)
utgoér en del av en storcirkelbdge. Sfaren dr sedan avbildad med en vinkelriktig
kartprojektion (hogra delen av figuren). Eftersom projektionen ér vinkelriktig bevaras
vinklarna mellan storcirkelbagarna i kartplanet. Det dr dock sé att storcirkelbdgarna inte
avbildas som rita linjer (vilket innebdr att ndrmaste viagen i vekligheten inte ar en rit
linje 1 kartplanet!). Vid berdkning av koordinater i1 kartplanet (se kapitel 6) anvénds
vinkeln o som skiljer sig fran vinkeln f, vilket dr den vinkel man kan méta med sitt
mitinstrument eftersom man ser nirmaste vigen mellan tva punkter, vilket med god
approximation dverensstimmer med storcirkelbagarna (eller geodetiska linjerna vid en
ellipsoidisk jordmodell).

For att minska behovet av kartprojektionskorrigeringar anvéinds ofta lokala
kartprojektioner for praktisk mitningsverksamhet inom t.ex. kommuner och
infrastrukturprojekt (exempel pa sadana kartprojektioner ges i avsnitt 4.2.4). Dessa
kartprojektioner &r anpassade sd att de ger sma distortioner inom det omrade dér
projektionen anvinds. Projektionskorrektion av avstdnd behover anda som regel goras
vid noggrann geodetisk médtning; korrektionerna i en lokal kartprojektion kan typiskt
bli sa stora som 50 mm for en 1 km lang ldngd. Motsvarande korrektion av vinklar
behover 4 andra sidan endast anvdndas vid terrestra (markbundna, se kapitel 6)
vinkelmétningar Gver riktigt ldnga avstand (>10 km), vilket d&r mycket ovanligt idag
Mitning over riktigt langa avstand har idag néstan helt ersatts med GNSS-mitning, se
kapitel 10 och 11.

Sfarisk jordmodell ~ Kartplanet
(vinkelriktig projektion)

Figur 3.17. Vinklar som bevaras i en vinkelriktig projektion.
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Status: Kapitlet reviderades 2021.

Tack: Delar av detta kapitel baserar sig pa Harrie och Hauska (1999). Tack till Hans
Hauska for att detta material fick anvindas. Mycket material dr ocksa hidmtat ifrén
Lantmaéteriverkets hemsidor inom geodesi (se http://www.lantmateriet.se). Ett tack till
forfattarna for att detta material fatt anvindas. Detta kapitel har ocksé inspirerats av
kompendiet i kartprojektioner av Ilmar Ussisoo. /Lars Harrie och Jonas Agren

Liéstips: Tvd kompendier om kartprojektioner dr Ussisoo (1977) och Egeltoft och
Stoimenov (1997). Ett par engelska bocker om kartprojektioner &r Loxton (1980) och
McDonnell (1979). En klassisk bok som innehaller formler for ett stort antal
projektioner dr Snyders (1987) Map projections — a working manual, den finns ocksa
fritt tillgénglig pa Internet.
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4 Geodetiska referenssystem

4.1 Introduktion

I kapitel 2 beskrevs hur man kan approximera jorden med en jordellipsoid. Denna
jordellipsoid ar inplacerad sé att dess yta approximerar jordytan pa ett bra sétt (Figur
4.4.1). All lagesangivelse, oavsett om man anviander geografiska koordinater (latitud
och longitud) eller om man anvinder kartprojektionskoordinater (N och E), sker relativt
ellipsoiden. Detta medfor att om ellipsoidens ldge dndras s& dndras t.ex. latitud- och
longitudvérden for en fysisk punkt pd marken; dvs. geografiska koordinater &r inga
absoluta storheter utan dr beroende av ellipsoidens placering. For att fa ett enhetligt
koordinatsystem maste man saledes bestimma ellipsoidens placering i forhallande till
jordytan; detta gbrs genom att man skapar ett geodetiskt referenssystem (ibland
bendmnt geodetiskt datum).

Ett geodetiskt referenssystem kréaver framst tva saker: (1) val av jordellipsoid (jfr Tabell
2.1), och (2) placering av jordellipsoiden i forhallande till jorden. Placeringen av
jordellipsoiden bestdms genom att man faststiller koordinatvarden pa ett antal punkter
pa markytan. Eftersom koordinatvirdena relateras till ellipsoiden och de fysiska
punktmarkeringarna till jordytan s& bestammer koordinatvdrdena jordellipsoidens
placering i forhallande till jorden (Figur 4.4.1). De punkter som bestimmer ellipsoidens
lage utgdér grunden for referenssystemet och bendmns referenspunkter (alternativt
stompunkter).

(@141

(PeAe)

(@s5.45)

(PaAy)

Figur 4.4.1. Jordellipsoiden (streckad) dr placerad sd att den ansluter bra till geoiden. Ellipsoidens
placering fixeras med hjdlp av referenspunkter med kinda koordinater (hir markerade med trianglar).

Alla métningar som utfors, oavsett vilken mitmetod man anvénder, sker relativt
referenspunkterna for det geodetiska referenssystemet (eller relativt andra punkter som
redan bestamts utgédende fran referenspunkterna). Pa sd vis garanteras att alla punkter
mits in i samma referenssystem.

Enhetliga geodetiska referenssystem av hog kvalitet &r en forutsittning for ett modernt
informationssamhélle. Utan dessa referenssystem kan vi inte utnyttja noggranna
matningstekniker, t.ex. GNSS/GPS, och inte heller kan vi utbyta geografisk information
pa ett enkelt sdtt. Darfor har samhillet lagt ner stora resurser pa att definiera bra
referenssystem. Detta dr inget som sker endast i Sverige utan dr i hogsta grad ett
internationellt arbete. I avsnitt 4.2 kommer vi att beskriva globala tredimensionella
referenssystem och det svenska referenssystemet SWEREF 99 (som é&r globalt
anpassat). Mélet fran statsmaktens sida, bl.a. uttryckt i den nationella geodatastrategin,
ar att lagesangivelse (i plan) av geografisk information alltid ska géras i SWEREF 99.
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Det finns dock fortfarande geografisk information wvars ldge anges 1 é&ldre
referenssystem, inte minst i arkivsammanhang (t.ex. fordttningshandlingar). Vi
beskriver darfor dven vissa dldre referenssystem (avsnitt 4.3).

Geodetiska referenssystem behdvs dven for hdjdmitning och kallas da vanligen
geodetiska hojdsystem. I avsnitt 4.4 forklarar vi hur sddana hojdsystem definieras och
etableras samt beskriver det nuvarande svenska hojdsystemet, RH 2000, och en del
dldre hojdsystem som fortfarande ar 1 bruk. For viss hdjdmétning krdvs dven en modell
for geoidhdjden, vilken kallas for geoidmodell. Geoidmodeller och deras anvéindning
beskrivs vidare 1 avsnitt 4.5.

Termerna referenssystem och koordinatsystem ér ofta svara att halla isér, och 1 manga
fall sérskiljer man dem inte. I det hiar kompendiet anvinder vi foljande definition av
begreppen. Ett referenssystem specificerar inplaceringen av jordellipsoiden (for plana
och tredimensionella system) och nollnivin (fér hojdsystem). Till ett referenssystem
kan man sedan koppla flera olika koordinatsystem, till exempel. kan positioner i
referenssystemet SWEREF 99 utryckas med hjéilp av: (1) geocentriskt kartesiskt
koordinatsystem, (2) geografiskt koordinatsystem och (3) ett koordinatsystem skapat
med hjdlp av en kartprojektion.

Det sista avsnittet 1 kapitlet (4.6) behandlar koordinattransformationer. Med en
koordinattransformation menas en omrakning fran koordinater i ett koordinatsystem
(referenssystem) till ett annat koordinatsystem (referenssystem). Koordinat-
transformationer &r i dagsldget mycket vanliga inom métningsverksamheten. I Sverige
anvéands ett flertal olika koordinatsystem inom statlig, kommunal och privat verksamhet
(vilket beskrivs 1 avsnitt 4.2-4.5). Vid utbyte av information mellan olika
organisationer kravs darfor ofta att man utfor koordinattransformationer.

Det finns ett intimt samband mellan geodetiska referenssystem och mitmetoder. A ena
sidan skapas ett geodetiskt referenssystem med hjélp av bista tillgéngliga mitmetoder
(och maétinstrument) vid en viss tidpunkt; & andra sidan maste referenssystemet klara
dven de krav som stélls ndar matmetoder och matinstrument forbéttras i framtiden, vilket
inte alltid &r mojligt. Eftersom geodetiska referenssystem utgor grunden for all métning
kan man inte mita noggrannare dn den geometriska kvaliteten som finns inbyggd i
referenssystemet. Ett exempel pé relationen mellan referenssystem och mitningsteknik
ar den tidigare 6vergéngen fran nationella referenssystemet RT 90 i plan (avsnitt 4.3)
till det nuvarande globalt anpassade tredimensionella referenssystemet SWEREF 99
(avsnitt 4.2). Det fanns tre huvudskil som motiverade att man gjorde denna dvergéang:
(1) internationell anpassning, (2) forbattrad geometri (RT90 kan inte stodja noggrann
GNSS-métning 6ver lédngre strickor) och (3) modern GNSS-teknik maéter 1 tre
dimensioner (till skillnad frdn markbunden teknik didr man separerar plan- och
hojdmaétningar). RT 90 kunde alltsé inte klara kraven for att utnyttja GNSS-tekniken
fullt ut, och detta motiverade till stor del det médosamma arbetet med att overga till
SWEREF 99. Samtidigt hade det varit omojligt att skapa ett referenssystem med sa hog
kvalitet som SWEREF 99 utan att anvinda GNSS eller andra moderna satellittekniker.

4.2 Tredimensionella referenssystem

42.1 Globala referenssystem

I ett globalt anpassat referenssystem har jordellipsoiden placerats in s att si att dess
mittpunkt ligger sa ndra jordens tyngdpunkt som mojligt. I mittpunkten placeras origo
for ett kartesiskt koordinatsystem, dir Z-axeln sammanfaller med jordens rotationsaxel
(passerar nord- och sydpolen), och dédr X- och Y-axeln ligger i ekvatorialplanet (X-axeln
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skdar Greenwich-meridianen och Y-axeln fullbordar ett hogerorienterat system, se Figur
2.3). I de fall man idag Onskar anvdnda geografiska koordinater for ett globalt
referenssystem anvénds 1 princip alltid jordellipsoiden GRS 80 (se avsnitt 2.1 och
Tabell 2.1).

Det finns idag flera globalt anpassade referenssystem. Anledningen till att man inte kan
enas om ett gemensamt system &r att jordytan inte &r stabil. Kontinental-forskjutningen
gor att jordens plattor (kontinenter) forflyttas i forhallande till varandra. Dessa
forandringar dr pé ett antal centimeter per ar, vilket dr en anledning till att de mest
noggranna referenssystemen behdver uppdateras med jimna mellanrum.

Det globala referenssystem som idag har hogst status dr ITRF (International Terrestrial
Reference Frame), vilket ér ett mycket noggrant system, med en standardosékerhet pa
ett par centimeter i tre dimensioner sett 6ver hela jorden. ITRF-systemen har en inbyggd
hastighetsmodell som mdjliggoér kontinuerlig uppdatering av koordinaterna, vilket
behovs for att hdnga med i plattrorelserna. Sedan uppdateras sjdlva ITRF-systemen med
nagra ars mellanrum; det som anvinds idag (2021) ar ITRF2014. Systemen anvénds
dels direkt i vetenskapliga sammanhang, dels som en grund for att definiera de andra
globala referenssystem som anvinds inom mitningsverksamhet runt om i vérlden
(Figur 4.2). Anledningen till att inte ITRF anvénds direkt som till exempel nationellt
referenssystem dr att koordinaterna fordndrar sig med tiden.

| |

|WGs 84 |ETRS 89 |

‘ SWEREF 99 ‘ ‘ Andra europeiska system ’—H
[
\

Figur 4.2. Ndgra globala referenssystem baserade pa ITRF-systemen.

Av praktiska skil onskar man att samma globala referenssystem anvénds i Europa.
Dérfor har man enats om att alla europeiska linder ska anvdnda samma ITRF-system
(plattepok 1989.0) som grund for sina nationella system; detta europeiska system
bendmns ETRS 89 (European Terrestrial Reference System 1989). Den svenska
realiseringen av ETRS 89 ar SWEREF 99.

Det amerikanska satellitpositioneringssystemet GPS anvinder det globala referens-
systemet WGS 84. Detta referenssystem uppdateras med jamna mellanrum genom att
man anvinder ett aktuellt ITRF-system (Figur 4.2).

Eftersom alla globala system idag &r baserade pa ITRF é&r de relativt lika varandra.
Skillnaden mellan ETRS 89 (inklusive SWEREF 99) och WGS 84 ér drygt en halv
meter, vilket dr den relativa forflyttning den europeiska plattan gjort i ITRF sedan 1989.
For alla tillimpningar dar kraven pa métosdkerhet ligger pa meterniva eller samre kan
man anse att alla de globala systemen dr ett och samma system. I tjanster som t.ex.
Google Earth anvinds ofta referenssystemet WGS 84. I realiteten kunde det dock statt
att ett globalt referenssystem anvénds. Kanske vore detta ocksa mer korrekt eftersom
t.ex. svensk information i Google Earth snarare anvinder SWEREF 99 &n WGS 84.
Men som sagt, i tillimpningar med noggrannhetskrav pa meternivd behdver vi inte gora
skillnad pa systemen. Daremot méste vi sirskilja dem vid noggrannare tillimpningar.
Inom samhéllsmitning &dr det ofta krav pa madtosdkerheten pd cm-nivd, vilket
diskvalificerar anvindningen av WGS 84 tillsammans med till exempel SWEREF 99.
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Ur maétteknisk synvinkel finns det viktiga skillnader mellan de globala systemen. Det
globala system dér det finns ett tatt nit av referenspunkter (dvs. markerade punkter med
kinda koordinater) i Sverige ir SWEREF 99. Aven fast koordinater finns bestimda
dven 1 ITRF for ett mindre antal referenspunkter sé &r det inte tillrdckligt for effektiv
och noggrann geodetisk och fotogrammetrisk métning. Med andra ord, det globala
referenssystem som bor anvindas for dylika métningar i Sverige &r SWEREF 99, vilket
dven ar det nationella globala referenssystemet.

4.2.2 SWEREF 99

Den svenska realiseringen av ETRS 89, SWEREF 99, ir ett globalt tredimensionellt
referenssystem. Termen global ska hér tolkas som att ellipsoiden &r globalt anpassad
for SWEREF 99, och inte som att sjdlva referenssystemet har en global tickning
(SWEREF 99 anvinds bara Sverige). Med SWEREF 99 som nationellt geodetiskt
referenssystem fas en god dverensstimmelse med savél véra ndrmaste grannldnder som
resten av Europa. Vidare har systemet en hog geometrisk kvalitet vilket mo;jliggor att
man kan uppnd en métosdkerhet pa cm-nivd dven over mycket langa strickor dver hela
landet.

SWEREF 99 anvinds idag i sa gott som all mitningsverksamhet och for ndstan all
digital geografisk information. Till exempel Lantméteriet, andra statliga verk och
kommuner anvinder nu SWEREF 99. Dock finns dldre information lagrad i t.ex. RT 90
och dldre kommunala system (se avsnitt 4.3.2), till exempel 1 arkiv som skulle krdva
mycket manuellt arbete att uppdatera.

Koordinater i SWEREF 99 kan uttryckas med hjdlp av de geocentriska kartesiska
koordinaterna X, Y och Z (Figur 2.8), men detta gors vanligtvis bara i berdkningar. Nér
SWEREF 99 koordinaterna lagras i databaser och presenteras anvdnds geografiska
koordinater baserade pé jordellipsoiden GRS 80. Eftersom SWEREF 99 ir ett
tredimensionellt koordinatsystem far man forutom latitud och longitud dven ho6jden
over ellipsoiden. Denna typ av hojd anvinds dock inte som sadan, utan den
transformeras 1 regel direkt till hojd over geoiden 1 referenssystemet RH 2000 (avsnitt
4.4.2); denna transformation beskrivs i avsnitt 4.5.1 nedan.

SWEREF 99 ir skapat med hjilp av ett nationellt referensstationsndt for GNSS,
bendmnt SWEPOS (se Figur 11.3). P4 varje SWEPOS-station finns en GNSS-
mottagare som maéter dygnet runt. Utifrdn dessa méatningar kan man gora ytterst
noggranna berdkningar om stationernas inbordes ldgen (métosdkerhet pa
centimeterniva eller t.o.m. béttre). Vidare ingar vissa av stationerna i internationella nit
vilket dr en forutséttning for att géra en bestimning av koordinaterna i internationella
referenssystem (t.ex. ITRF).

SWEREF 99 definieras idag av koordinaterna for de ca 20 ursprungliga stationerna i
SWEPOS-nitet. Dock finns det hundratals referenspunkter som &r inmétta, pa olika
kvalitetsnivéer, i SWEREF 99. Uppgifter om dessa punkter kan fis fran Lantméteriets
digitala geodetiska arkiv via webbtjansten Hitta stompunkt. Ett exempel pd sadana
uppgifter dr punktbeskrivningen i Figur 4.3.
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Planpunkt: 137521 Langbro

Allmant

L dgesbeskrivning

Namn
Stompunkt 1D

Alternativa ID

Langbro

202100-4888_137521

Stomnat Nationellt passivt referensnat i
plan
Typ Planpunkt
Kategori Rikspunkt
Kommun Gavle (2180)
Gavleborgs Ian (21)
Markering Rr i gjutning med dacksel
Historik
Plan
SWEREF 99 TM N 6728087 .609 E 605800.533
Ursprung Utjdmnad (SWEREF 99)
Matmetod Statisk GN3S
Matningsdatum 2003
Berdkningsdatum 2006
Kvalitetsklass 2
Lagesosidkerhet 0015 m
Hojd
RH 2000 a7.79
Ursprung Utjamnad (RH 2000)
Matmetod Statisk GNSS

Matningsdatum
Berdkningsdatum
Kvalitetsklass
Ligesosidkerhet
Markhaojd

Aldre hijdsystem

2003
2009-01-12
2

0.025m

97.589 (RH 70)

11.0 km vV om Gavle kyrka
7.2 km NNO om Forsbacka kyrka

Félj den i NNV - S50 rikining gaende skogsbilvigen ca
800 m fram till en kraftledning som korsar vagen. Folj
darifran en mindre skogsvag i O rikining c:a 200 m till
dess slut, cza 100 m N om punkten, som gr belagenien
betongpelare nedgrévd bland stenarma pa
rullstensasens topp.

Rir i betongpelare med dicksel

Anmarkninaar

Ovrigt
Punkten &r pa topoarafiska kartan bendmnd
Vilhelmsberget

Protokoll G 6424:39

LAMTMATERIET

Genererad av "Hitta stompunkt” 2021-08-18.
https:iistompunkt lantmateriet se - dgai@im_se - 026 63 306 32

Figur 4.3. Punktbeskrivning av en referenspunkt i SWEREF 99. Kdilla: Hitta stompunkt, Lantmditeriet.
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423 SWEREF 99 TM

Inom mitverksamhet &r det ofta opraktiskt att anvidnda geografiska eller geocentriska
kartesiska koordinatsystem. For att berdkna koordinater i planet dr det betydligt lattare
att anvdnda ett tvadimensionellt koordinatsystem (N och E, Figur 3.1) i kart-
projektionsplanet. For att underldtta koordinathanteringen dr det enklast om alla
anvinder samma kartprojektion, dérfor brukar det finnas en standardiserad
kartprojektion (inklusive vdrden pa kartprojektionsparametrarna) for ett geodetiskt
referenssystem. For SWEREF 99 anviénds en transversal Mercator-projektion (TM-
projektion) baserad pa UTM (avsnitt 3.3.4) som standard (vilket de flesta andra ldnder
1 Europa ocksa gor). Denna kombination bendmns SWEREF 99 TM.

SWEREF 99 TM anvinds idag inom Lantmdteriet for de nationella kartorna och
karttjinsterna samt for de nationella databaserna med geografisk information. Aven de
flesta andra statliga myndigheter och privata organisationer anvinder SWEREF 99 TM
for sina nationella geografiska databaser.

Sammanfattningsvis kan vi beskriva koordinatsystemet SWEREF 99 TM pé foljande
satt:

1) Det baseras pa det geodetiska referenssystemet SWEREF 99.

2) Geografiska koordinater (latitud och longitud) dr definierade pé jordellipsoiden
GRS 80.

3) De geografiska koordinaterna &ar projicerade med kartprojektionen TM
(Transversal Mercator). Foljande kartprojektionsparametrar anvinds:

e Medelmeridianen &r 15 grader 6ster om Greenwich.
e Forstoringsfaktorn dr 0,9996.

e N-tilligg ar 0 m.

o [-tillagg dr 500 000 m.

Detta innebdr att SWEREF 99 TM har samma vérden pé kartprojektionsparametrarna
som UTM zon 33 (jfr avsnitt 3.3.4).

Figur 4.4 illustrerar hur koordinaterna definieras for SWEREF 99 TM. N-koordinaten
anger avstandet till ekvatorn (hdr avses avstandet i kartprojektionen och inte pa
ellipsoiden); detta innebidr att N-koordinaterna numeriskt ligger mellan 6 100 000 m
och 7700 000 m 1 Sverige (jfr Figur 4.6). For E-koordinaten géller foljande: Alla
punkter pd medelmeridianen 15° har E-koordinaten 500 000 m (dvs. E-tilligget &r
500 000 m). Sedan bestims vérdet pd E-koordinaten med hjilp av avstidndet i
kartprojektion 1 dst-véstlig riktning i forhallande till denna meridian.
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Figur 4.4. Definition av koordinatsystemet for SWEREF 99 TM. E-axeln sammanfaller med ekvatorn och N-
axeln med den streckade linjen (som ligger 500 000 meter viister om meridianen 15°). N- och E-
koordinaterna bestims sedan pad vanligt sditt utifran dessa axlar vilket hér illustreras for en punkt lings
norrlandskusten. Kdilla: Lantmdteriet

Vi bor observera att SWEREF 99 TM inte dr ndgon strikt tillimpning av UTM-
projektionen. En strikt sddan tillampning skulle innebéra att Sverige skulle delas in 1
fyra omréden, alla med var sin medelmeridian (detta eftersom Sverige ligger i UTM-
zon 32 till 35; zon 35 skulle dock bara gélla for ett mycket litet omrade i1 6stra Sverige).
Det vore opraktiskt att anviinda fyra olika koordinatsystem for de nationella databaserna
och darfor anvinds endast en projektion for hela landet. Nackdelen med detta &r att det
innebér storre geometriska distortioner (dn om flera projektioner anvints); omraden
som ligger langt ifrdn medelmeridianen far helt enkelt ett storre geometriskt fel (jfr hur
gradnitet deformeras i Figur 3.10). For SWEREF 99 TM blir skalfelen som storst i
Haparandatrakten dédr de uppgar till omkring 1,5 %o, dvs. skalfelet 4r omkring 1,5
millimeter per meter. Detta skalfel kan accepteras for nationella kartdatabaser, men &r
for stort for noggrann geodetisk maitning och storskaliga tilldimpningar (t.ex.
kommunala baskartor). Darfér rekommenderas att man anvidnder en lokal
kartprojektion for sddana tillampningar.

49



Kapitel 4: Geodetiska referenssystem

4.2.4 SWEREF 99 med lokala kartprojektioner

For att minimera den geometriska distortionen (forvrdngningarna) i den transversala
Mercator-projektionen indelas Sverige i ett antal nord-sydligt orienterade projektions-
zoner. Av praktiska skdl mdste zongridnserna anpassas till kommungrinserna. I Figur
4.5 redovisas zonindelningen och respektive medelmeridian. Till exempel géller att
koordinatsystemet SWEREF 99 13 30 har en medelmeridian pa 13° 30°. Foljande
kartprojektionsparametrar anvinds i samtliga zoner:

e Forstoringsfaktorn ar 1,0.
e N-tillagg ar 0 m.
o [-tillagg dr 150 000 m.

Att forstoringsfaktorn &r noll innebir att de lokala projektionerna ér langdriktiga ldngs
medelmeridianen, vilket inte dr fallet 6r SWEREF 99 TM. Att E-tilldgget ar annorlunda
idn for SWEREF 99 TM, har den praktiska fordelen att man enkelt kan se pa
koordinaterna om en lokal projektion eller TM anvénts. (Men man bor édnda alltid ange
vilket referenssystem och kartprojektion som anvénds for en lista med koordinater, etc.)

SWEREF 99 med lokal kartprojektion anvidnds ofta av kommuner bade i deras
mitverksamhet och for de storskaliga kommunala kartorna t.ex. baskartorna som ligger
till grund for den kommunala stadsplaneringen.
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Figur 4.5. Zonindelning for SWEREF 99 med lokala kartprojektioner. Kiilla: Lantmdteriet
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4.2.5 Indexsystem for SWEREF 99 TM

Ett indexsystem syftar till att skapa ett reguljirt rutnit dar varje ruta har en unik
beteckning. Detta rutnit ligger sedan till grund for t.ex. tryckning av kartor, bendmning
av ortofoton, och presentation av statistiska data (om befolkning etc.). Exempelvis kan
man kopa statistik fran SCB déir den geografiska indelningen baserar sig pa
indexsystemet for SWEREF 99 TM.

SWEREF 99 TM har indexsystem for rutor i variabel storlek med sidlangderna 100 km,
10 km, 1 km, 100 m, 10 m och dnda ner till 1 m. Indelningen utgar frdn en punkt med
koordinaterna N= 6 000 000 m och £ =200 000 m, se t.ex. Figur 4.6 som visar
rutindelningen for rutor med storleken 100 km x 100 km. Utifrdn dessa stora rutor kan
man definiera allt mindre rutor, exempelvis att varje 100 km-ruta indelas i 100 stycken
10 km-rutor (Figur 4.7).

St P,

1
|~
Y 3% 3 6 7 8

Figur 4.6. 100 km x 100 km indexrutor. Kdlla: Lantmditeriet

Rutorna betecknas med koordinatvirdena for det sydvéstra hornet, numeriskt
trunkerade till det antal vérdesiffror som kravs for respektive rutstorlek (Figur 4.7). Vi
far saledes en sifferserie med ett udda antal siffror, varav koordinaten i nord-sydlig
riktning (N) skall anges forst och alltid innehélla en siffra mer dn koordinaten i Gst-
vistlig riktning (£). Komponenterna skiljs at med ett understrykningstecken. Exempel
pa beteckningar ges 1 Tabell 4.1.
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Figur 4.7. Beteckningssystem for indexrutor. Kdlla: Lantmditeriet

Tabell 4.1. Exempel pa beteckningar for indexrutor (gdller for punkten markerad i Figur 4.6 och Figur 4.7).
100 km x 100 km indexrutan i Figur 4.6 har koordinaterna N=6 700 000, E=400 000 for sitt sydvdstra horn.
Dessa koordinatvirden trunkeras till 67 respektive 4 och beteckningen blir sdledes 67 4. Pa samma sdtt
skapas beteckningarna for de mindre indexrutorna i Figur 4.7. Kdlla: Lantmditeriet.

Indexruta Beteckning
100 km 67_4
10 km 673_46
1 km 6730_463
100 m 67303_4636
10 m 673034_46361
1 m 6730345_463612

4.3 Plana regionala referenssystem

De globala tredimensionella referenssystemen, som t.ex. SWEREF 99, krdver modern
satellitteknik for att etableras. Innan denna teknik fanns tillgénglig separerades alltid de
geodetiska referenssystemen i plan och hojd. I detta avsnitt beskrivs de viktigaste plana
referenssystemen.

De plana regionala referenssystemen baseras framst péd terrestra métningar, dvs.
mitningar utforda pa jordytan (kompletterade med ett fatal astronomiska observationer
mot stjdrnor). For de allra dldsta referenssystemen anvindes frimst vinkelmétningar,
men sedan den elektromagnetiska lingdmétaren (EDM-instrumentet) utvecklats pa
1950-talet (avsnitt 5.2) kom ocksa sddana instrument att spela en viktig roll vid
etablering av nationella referenssystem i plan.

Utan tillgdng till modern métningsteknik &r det inte praktiskt mojligt att fa till en global
anpassning av jordellipsoiden till geoiden. Pa den tiden var detta emellertid inte ndgot
storre problem. Nér man etablerade de nationella plana systemen var man framforallt
intresserad av att fa en god Overensstimmelse mellan jordellipsoiden och geoiden for
det egna landet. Resultatet blev att man gjorde en regional anpassning av
jordellipsoiden (Figur 4.8).
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Figur 4.8. Jordellipsoiden (streckad) dr placerad sd att den bra approximerar geoiden inom en region, s.k.
regional anpassning. Ellipsoidens placering fixeras med hjdlp av referenspunkter med kéinda koordinater
(hir markerade med trianglar).

Ett problem med den regionala anpassningen é&r att jordellipsoidens ldge dr annorlunda
an for den globala anpassningen. Eftersom de geografiska koordinaterna &r definierade
utifran jordellipsoiden, erhalls helt skilda latitud- och longitudvérden for ett globalt
system och ett regionalt system; skillnaderna kan motsvara flera hundra meter. Det ar
alltsa viktigt att ange vilket referenssystem som anvénds ndr man uttrycker en koordinat
oavsett vilket koordinatsystem som anvands.

43.1 RT90

Det geodetiska referenssystem som anvindes for den allménna kartliggningen av
Sverige fram till 2006 var RT 90 (Rikets Triangelnit 1990); efter det har SWEREF 99
overtagit den rollen. RT 90 é&r ett plant regionalt referenssystem som baseras pa tredje
rikstrianguleringen (1967-1982) och en del dldre métningar. Under denna tredje
rikstriangulering gjordes framforallt ca 15 000 langdméatningar med EDM-instrument,
men dven en mindre del vinkelmitningar och enstaka astronomiska observationer.
Mitningarna utfordes frdn ca 3 800 punkter; dessa punkter, som ofta bendmns
triangelpunkter, dr beldgna uppe pa kullar och berg for att f4 bra sikt mellan dem.
Berdkningen resulterade i geografiska koordinater pa jordellipsoiden Bessels 1841
(Tabell 2.1). Anpassningen av Bessel var regional (Figur 4.8), vilket gor att skillnaderna
mellan latitud- och longitudvirden uppgér till flera hundra meter mellan RT 90 och
SWEREF 99.

RT 90 anvdnder som standard den transversala Mercator-projektionen. Det
koordinatsystem som dérmed skapas bendmns RT 90 2,5 gon V (vést). Men dven om
kartprojektionen dr densamma for SWEREF 99 TM och RT 90 2,5 gon V, skiljer de sig
at genom vilka kartprojektionsparametrar de anvidnder. RT 90 2,5 gon V anvénder
foljande vérden:

e medelmeridian ar 15°48°29”,8 oOster om Greenwich (= 2,5 gon vist om
Stockholms gamla observatorium),

o forstoringsfaktorn &r 1,0,

e N-tillagg: 0 m och

o [E-tillagg: 1 500 000 m.

Observera att gon ér ett vinkelmétt dir ett varv dr lika med 400 gon (=360°), som
anvinds som standard vid geodetisk mitning av vinklar i Sverige (se avsnitt 5.1).

En egenhet med RT 90 2,5 gon V (savdl som med en del andra geodetiska
referenssystem) dr att det bendmner axeln i nordlig riktning for x-axeln och 1 Ostlig
riktning for y-axeln; dvs. man har en omvénd definition av axlarna 4n vad man har inom
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matematiken.

RT 90 2,5 gon V har populért kallats for rikets ndt. En sddan beteckning bor dock
generellt undvikas. Om man idag anvinder begreppet rikets nit dr det inte uppenbart
om man menar detta dldre system eller det nyare SWEREF 99 TM.

Det finns ett indexsystem for RT 90 2,5 gon V liknande det indexsystem som finns for
SWEREF 99 TM (avsnitt 4.2.5). Detta indexsystem anvénds fortfarande for vissa
tillimpningar. Sett ur en statistikers synvinkel dr byte av indexsystem problematiskt
eftersom det bryter ldnga serier i tiden av statistiska data (t.ex. om man t.ex. vill studera
befolkningsforandringar dr det bést att anvdnda samma indexsystem under hela den
studerade tidsperioden).

4.3.2 Kommunala referenssystem

Idag anvinder alla kommuner SWEREF 99 med den foreskriven lokal kartprojektion
(avsnitt 4.2.4) for sin mitningsverksamhet och i sina baskartor. Det finns dock
fortfarande kvar en del geografisk information 1 dldre kartor och register samt i arkiv
som &r baserad pd &dldre kommunala referenssystem. Dessa dldre kommunala
referenssystem dr ofta baserade pa nationella plana referenssystem (t.ex. RT 90 eller
dess foregdngare RT 38) eller regionala plana referenssystem, men vissa av dem hade
en s bristfillig anslutning till ett véldefinierat nationellt eller regionalt system att de
méste betraktas som helt lokala. Den kartprojektion som anvinds dr vanligen
transversal Mercator med medelmeridianerna i1 forhéllande till Stockholms gamla
observatorium. Vanliga beteckningar ir hir t.ex.: 5 gon V eller 2,5 gon O (st). Aven
vad det géller E£- och N-tilligg ar variationerna stora. Har har flera kommuner gjort
sadana tilldgg/avdrag sa att de f&r smé& numeriska virden pé sina koordinater. De dldre
kommunala geodetiska referenssystem har saledes varierande bakgrund och
definitioner vilket gor att man ska hantera dldre kommunala koordinatvirden med stor
forsiktighet. Fragor man bor stélla sig ér: (1) vilket nationellt (eller regionalt) geodetiskt
referenssystem har anvints, (2) vilka kartprojektionsparametrar har tillimpats, och (3)
vilken kvalitet har koordinatvdrdena?

4.4 Hojdsystem

4.4.1 Definition av geodetiska hojdsystem

Det finns framforallt tva olika typer av h6jd, nimligen hojd 6ver geoiden och hojd over
ellipsoiden (avsnitt 2.4). Hojd 6ver ellipsoiden anvénds frimst som en ingdende del i
tredimensionella geodetiska referenssystem (avsnitt 4.2) och &r vanligtvis bara steg pa
végen mot en hojd dver geoiden. Nar hojdinformation presenteras i en karta eller lagras
1 en geografisk databas anvénds ndstan uteslutande hdjd over geoiden, som inte sdllan
kallas bara hojd dver havet.

Ett geodetiskt hojdsystem &r ett en-dimensionellt referenssystem for hojd dver geoiden
(antingen ortometriska hdjder eller normalhdjder, jfr avsnitt 2.4.2). Geoiden dr den
ekvipotentialyta 1 tyngdkraftsfaltet som bdst sammanfaller med havsytans medelniva
(Figur 2.12). For att definiera ett hojdsystem behover vi alltsd faststélla vilken
ekvipotentialyta som ska rdknas som geoiden; detta brukar kallas for att man bestimmer
nollnivan for hojdsystemet.

For ett traditionellt geodetiskt hojdsystem ldggs nollnivan fast genom att man méter
havsytans medelniva med hjélp av vattenstdandsmdtare eller mareografer (lite forenklat
bestar en mareograf av en stdende linjal som gér ned i vattnet och pa vilken man
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kontinuerligt ldser av havsytans nivd). Eftersom havsytans medelniva varierar rumsligt
relativt geoiden. pa grund av t.ex. havsstrommar och salthalt, behéver man vanligen
anvéanda flera mareografer for att f4 en sa representativ nollniva for hojdsystemet som
mdjligt over ett land en eller en region (man vill som regel att havsytan ska ligga sa
ndra noll som mojligt).

Varje nationellt hdjdsystem maste ha en vél definierad nollniva. Det vore naturligtvis
fordelaktigt om alla ldnder kunde anvidnda samma nollniv4; i annat fall kommer inte
hojdvirdena att vara jimforbara mellan ldnderna. For ett traditionellt geodetiskt
hojdsystem ar detta dock inte mojligt eftersom havsytans medelniva varierar i rummet
(i forhéllande till geoiden), men ldnder som angrénsar till varandra (pa land) kan dnda
alltid vélja att anta en gemensam nollnivd. Sverige anvénder, liksom flera andra
europeiska lédnder, en nollniva som bendmns Normaal Amsterdams Peil (NAP). NAP
baserar sig pa mareografmitningar i Amsterdam fran 1683-1684, men trots aldern pa
observationerna fungerar NAP:s nollniva tillrédckligt bra ldngs Europas kuster. NAP dr
aven den konventionella nollnivan for de gemensamma europeiska hojdsystemen, t.ex.
for EVRF 2019.

En komplikation dr att havsytans medelniva fordndras d&ven med tiden 1 forhallande till
land. I Sverige sker denna fordndring snabbt pa grund av landhdéjningen (Figur 2.14).
For att slippa att standigt rdkna om hojdvardena till aktuella forhallanden, relaterar man
hojdsystemet till forhdllandena vid en viss referenstidpunkt som kallas for
landhojningsepoken for hojdsystemet.

Ett hojdsystem realiseras med hjdlp av ett hojdndt som bestar av ett stort antal
referenspunkter som &r fysiskt markerade pa marken och som har fastlagda hojder 6ver
geoiden. Dessa punkter kallas ofta hojdfixar. Mdtningar av hojdskillnader utférs mellan
referenspunkterna med hjilp av avvdgning (se avsnitt 5.4 och 6.3). Niar man etablerar
ett nytt nationellt hdjdsystem anvédnds en noggrann form av avvégning bendmnd
precisionsavvdgning. Till dessa mitningar maste man pafora korrektioner for bland
annat jordkrokning och temperaturutvidgning av avvdgningsstdngen. Dessutom méste
man korrigera for solens och ménens dragningskraft genom s.k. tidjordskorrektion
m.m.

Det har funnits ett antal hojdsystem 1 Sverige. Varje hojdsystem har burits upp av ett
nit av referenspunkter (hojdfixar). I nésta avsnitt beskrivs det nyaste av dessa system,
RH 2000, och 1 det efterféljande avsnittet ett par av de dldre systemen.

4.4.2 RH 2000

Under 2005 introducerade Lantmaéteriet det nya nationella hojdsystemet RH 2000 i
Sverige. Detta system anvénds idag inom statlig verksamhet och av (s& gott som) alla
kommuner samt andra aktorer.

RH 2000 &r huvudsakligen baserat pa matningar utféorda 1979-2003 med s.k.
motoriserad avvdgningsteknik; dessa métningar bendmns tredje precisionsavviagningen
(Figur 4.9 vinster). Vid motoriserad avvigning star observatoren pa flaket pa en bil
(tillsammans med avvigningsinstrumentet) medan stangforarna kor med var sin bil pa
vilka avvédgningstingerna dr fasta (Figur 4.9 hoger).

RH 2000 definieras av ett ndt innehallande ca 50 000 hojdfixar. Noggrannheten pa dessa
punkter dr mycket hog (i tekniska termer: viktsenhetens standardosékerhet blev efter

utjdmning ca 1 mm /~km , jfr kapitel 8). Nollnivan i det nya systemet definieras genom
NAP. Hojderna ar definierade som normalhdjder, dvs. hgjder 6ver kvasigeoiden (som
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ar 1 stort sett samma sak som hdjder Over geoiden). RH 2000 redovisar
hojdforhallandena for &r 2000.0 (landhdjningsepoken). Eftersom métningarna i
hojdnatet pagick under mer dn 20 ar reducerades alla métningar till landh6jningsepoken
med hjilp av en noggrann landhdjningsmodell (en modell av samma typ som den i
Figur 2.14); reduktionen var nédvéndig for att eliminera den skillnad i landhdjning 1
olika delar av landet som uppstod under den tid métningarna pégick.

Figur 4.9. (Vinster) Slingor som anvinds vid tredje riksavvigningen. (Hoger) Motoriserad avvéigning.
Killa: Lantmditeriet.

En viktig fraga dr hur RH 2000 relaterar sig till europeiska hojdsystem, framst till det
mest moderna europeiska hojdsystemet EVRF 2019 (European Vertical Reference
Frame 2019). Bade RH 2000 och EVRF 2019 f6ljer de officiella riktlinjer som finns
for hur hojdsystem ska vara definierade i Europa. Definitionen av EVRF 2019 ir
densamma som for RH 2000 (forutom att NAP-nollnivan realiseras aningen
annorlunda), men det paverkar inte hojderna nimnvért. De tvd hdjdsystemen anvinder
dven samma landhojningsepok 1 Sverige och Norden (2000.0). En skillnad ér att de har
berdknats med delvis olika médtdata; inom Sveriges granser har emellertid exakt samma
data utnyttjats. De resulterande hojdskillnaderna mellan systemen dr dock mycket sma,
1 medeltal ca 7 mm Over Sverige (maximalt 19 mm). Detta gor att RH 2000 klarar
kraven stéllda fran EU, och att vi kan anvdnda RH 2000 f6r utbyte av hojdinformation
med andra europeiska lénder.

Det kan nimnas att linderna runt Ostersjon héller pa att byta till det geodetiska
hojdsystemet BSCD2000 (Baltic Sea Chart Datum 2000) for sjokort och navigering i
hela Ostersjon. BSCD2000 definieras p4 samma sétt som RH 2000 (och EVRF 2019).
Pa svenskt vatten sammanfaller BSCD2000 med RH 2000. Detta gor att aktuellt
vattenstand liangs de svenska kusterna nu anges i relation till RH 2000 (och inte 1
forhéllande till havsytans medelnivé, “medelvattenstandet”, vilket tidigare anvindes).

443 RH 00, RH 70 och kommunala system

Det forsta rikstickande hojdsystemet dr Rikets hojdsystem 1900 (RH 00) som
grundades pa den forsta precisionsavvigningen utford under aren 1886—1905. Nitet var
mycket glest och fortidtades sedan successivt. | manga kommuner anlades ocksa hojdnét
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1 borjan av 1900-talet, och flertalet av dessa anslots till RH 00. Precis som i plan (avsnitt
4.3.2) anslots vissa av de kommunala hojdsystemen pd ett slarvigt vis (det var till
exempel inte ovanligt att en och samma kommun hade olika ”RH 00-delar” vilka kunde
skilja sig s& mycket som en decimeter fran varandra). Pa grund av landhdjningen kom
RH 00-systemet med tiden forstas att deformeras. Detta ledde till att ett nytt hojd-
system, Rikets hojdsystem 1970 (RH 70), behdvde etableras, vilket gjordes med den
andra precisionsavvagningen 1951-1967.

RH 70 anvédndes som hojdsystem i den allminna kartlaggningen (dvs. Lantmaéteriets
nationella kartor) fram tills RH 2000 infordes 2005. Det var dock fa kommuner som
anslot sina hojdnét till RH 70. De kommuner som redan hade nét anslutna till RH 00
lag 1 allménhet kvar 1 detta system. Endast vid etablering av helt nya kommunala nit
fran slutet av 1970-talet och framat gjordes anslutning till RH 70. En viktig motivering
for inforandet av RH 2000 var att etablera ett téitt och kvalitativt bra hojdsystem for att
skapa mdjlighet att ansluta andra (t.ex. kommunala) hojdsystem med hog noggrannhet.
Denna strategi blev lyckosam och (sa gott som) alla kommuner har idag anslutit sig till
RH 2000 och all kommunal verksamhet kan idag sdgas ske i RH 2000.

P& grund av landhdjningen dr skillnaden mellan de olika nationella hojdsystemen stor.
Skillnaden mellan RH 70 och RH 00 varierar mellan ca —4 cm i sydligaste Sverige och
+83 cm 1 de norra landsdelarna. Skillnaden mellan RH 2000 och RH 70 varierar i sin
tur mellan +7 cm och +32 cm.

4.5 Geoidmodeller

Geoidhojden ar det vertikala avstandet mellan jordellipsoiden och geoiden (Figur 2.12).
Geoidhgjder anvinds inom geodesin bl.a. for att konvertera mellan hojder Gver
ellipsoiden och hojder 6ver geoiden (jfr formel 2.12), vilket behdvs for manga olika
tillimpningar, framforallt for hojdbestimning med GNSS (GPS), men ocksd till
exempel for att kunna anvdnda geoiden som referensyta vid geofysisk och
oceanografisk modellering. Eftersom geoidhdjderna beror pé tyngdkraftens variation,
ar de dven en informationskélla om massfordelningen nere i jorden, vilket dr av intresse
for bl.a. olje- och gruvprospektering.

Geoidhojder lagras 1 en geoidmodell. Denna modell dr oftast ett rutndt av punkter
(raster) med givna geoidhdjder samt en metod for interpolering mellan dessa punkter
(interpolering dr en teknik dir vérdet for en punkt bestims med hjélp av kidnda viarden
for omkringliggande punkter). For att man ska kunna anvinda en geoidmodell for
konvertering mellan hojder 6ver ellipsoiden och hojder 6ver geoiden (formel 2.12),
behover geoidmodellen anpassas bade till ldget av jordellipsoiden (dvs. till det
tredimensionella geodetiska referenssystemet) och till hur det geodetiska h6jdsystemet
(for hojder over geoiden) dr definierat. For det senare behdvs t.ex. kunskap om vilken
nollniva och landhdjningsepok som anvints for hdjdsystemet ifraga.

Ett sdtt att bestimma geoiden &r att utnyttja tyngdkraftsdata, vilket resulterar i en
gravimetrisk geoidmodell. Tyngdkraften kan méitas dels frdn specialdesignade
satelliter, dels genom att gora terrestra médtningar med en gravimeter. Ett alternativt sétt
att bestimma geoidhdjden ar att utnyttja GNSS for att bestimma hdojder Sver
ellipsoiden, 4, pa punkter med avvigda hojder 6ver geoiden, H, vilket ger geoidhdjder
med hjélp av sambandet 1 formel 2.12. En geoidmodell som skapats pd detta sitt
bendmns geometrisk. For att bestimma en geoidmodell anpassade till ett traditionellt
geodetiskt hgjdsystem (som t.ex. RH 2000) &r det bést att kombinera gravimetrisk och
geometrisk geoidbestdmning.
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I Sverige har det funnits ett flertal olika geoidmodeller, alla kopplade till olika
hojdsystem. Nedan nojer vi oss med att presentera den mest aktuella geoidmodellen
SWEN17_RH2000.

4.5.1 SWEN17_RH2000

Geoidmodellen SWEN17 RH2000 &r framtagen for att konvertera mellan hgjder dver
ellipsoiden i SWEREF 99 och hdjder 6ver geoiden i RH 2000 enligt:

H =h N

RH 2000 SWEREF99 ~ %Y SWENI 7 _RH 2000

Den osédkerhet som finns i denna konvertering d4r omkring centimetern (pé land). Detta
ar tillrackligt bra for manga tillimpningar och mojliggér mitning av RH 2000 hojder
med GNSS-teknik. Rent praktiskt kan detta géras genom att ladda ned geoidmodellen
frdn Lantméteriets webbsidor och importera den till sin GNSS-mottagare. Detta kraver
dock att man har en GNSS-mottagare som kan hantera geoidkorrektioner. Vidare krivs
att man utfor GNSS-métning pé ett adekvat sitt for att uppna den hoga kvalitet som
geoidmodellen mojliggor (se kapitel 10-0).

Figur 4.10. Geoidhdjder enligt SWEN17_RH2000. Killa: Lantmiteriet
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Geoidhojderna 1 SWEN17 RH2000 varierar mellan omkring +20 och +40 meter 1
Sverige. Dessa virden speglar skillnaden i hdjd mellan den globalt anpassade
jordellipsoiden (vilken anvidnds 1 SWEREF 99) och geoiden (definierat enligt
RH 2000). Vi kan ur Figur 4.10 se en tydlig gradient dir geoidhdjderna okar i véstlig
riktning. Denna lutning beror pd densitetsvariationer langt nere i jorden (i manteln).

SWEN17 RH2000 &r en kombinerad gravimetrisk och geometrisk geoidmodell. Den
ar konstruerad genom att anpassa den nordiska geoidmodellen NKG2015 till de svenska
referenssystemen SWEREF 99 och RH 2000. genom att utnyttja ca 200 geometriska
geoidhdjder som bestimts genom mycket noggrann GNSS-métning pa RH 2000-
hojdfixar.

4.5.2 Utblick: GNSS/geoid-baserade hojdsystem

I avsnitt 4.4 behandlade vi traditionella geodetiska hdjdsystem, vilka i princip realiseras
genom att man sitter nollnivin lika med havsytans medelnivd i ett antal mareografer
(vattenstandsmétare) for landet eller regionen ifrdga. Vi har redan tidigare ndmnt
(avsnitt 4.4.1) att ett problem med detta dr att havsytans medelniva varierar i forhallande
till geoiden (ekvipotentialytorna) beroende pa havsytans topografi som orsakas av
framforallt havsstrommar och varierande salthalt. Som en konsekvens av detta kommer
traditionella hojdsystem 1 olika delar av virlden att avvika fran varandra; de har olika
nollnivaer och refererar till olika geoider (sa att sidga).

Utvecklingen gér idag mot att etablera nya geodetiska hdjdsystem med hjalp av GNSS-
métta hojder over ellipsoiden och geoidhdjder fran en vildefinierad gravimetrisk
geoidmodell (baserad pé tyngdkraftsdata matt pa marken och frén satellit). Hojden 6ver
geoiden ges da med hjélp av formel 2.12. Denna typ av hojdsystem har fordelen att
hojdsystem runt hela jorden kommer att fA samma nollniva (detta kan idag realiseras
med hog noggrannhet). En nackdel dr att GNSS-mitning inte ar lika noggrann som
avvagning over korta avstand, men detta kan man komma &ver genom att kombinera
olika mitningstekniker vid etableringen av de GNSS/geoid-baserade hojdsystemen
(avvagning kan alltsa utnyttjas ocksa hér, over korta avstand).

Kanada har nyligen introducerat ett GNSS/geoid-baserat hojdsystem och USA arbetar
mot att géra samma sak redan 2022. Arbete pagir dven med att etablera ett
internationellt virldshdjdsystem som kommer att heta IHRF (International Terrestrial
Reference Frame). Eftersom RH 2000 har sin nollniva nédra havsytans medelniva i
Sverige, vilket inte dr fallet med IHRF, kommer RH 2000 fortsétta att anvédndas i
Sverige under ménga &r. IHRF kommer framforallt att anvdndas for globala
tillimpningar.

4.6 Koordinattransformation

Inom mitningsverksamhet hénder det ofta att man har koordinater 1 ett
koordinatsystem, men man vill arbeta i ett annat koordinatsystem. For att 16sa detta
problem behdver man transformera (rdkna om) koordinaterna fran det ena systemet till
det andra. Det finns tva olika typer av koordinattransformationer:

1) Byte av koordinatsystem, dar man inte dndrar det geodetiska referenssystemet.

Ett exempel pa detta &r ndr man har geocentriska koordinater i SWEREF 99, och vill
berdkna N- och FE-koordinater i SWEREF 99 TM. Denna typ av koordinat-
transformation &r rent analytisk; det finns matematiska formler givna hur sjilva
transformationen ska ga till. Denna typ av transformation bendmns dven overrdkning.
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2) Byte av koordinatsystem som inbegriper byte av referenssystem.

Ett exempel dr ndr man transformerar koordinater i SWEREF 99 TM till RT 90 2,5 gon
V. Denna typ av koordinatsystem innehéller ett empiriskt steg dar sjdlva 6vergangen
fran ett referenssystem till ett annat sker. For att utfora detta empiriska steg behovs
matningar for att sa bra som mojligt faststédlla hur de olika referenssystemen forhaller
sig till varandra. Dessa métningar, som oftast har utforts av antingen Lantmateriet eller
en kommun, har sedan anvints fOor att berdkna en transformation och ta fram
rekommendationer for hur man ska gé tillviga. Men trots att Lantméteriet eller
kommunen ger fardiga formler att anvdnda &r detta ingen analytisk transformation
eftersom formlerna dr bestimda genom empiriska méatningar. Detta innebér ocksa att
det inte finns en sann transformationsformel (som det finns for analytiska fallet) utan
alla empiriska transformationer &r behéftade med osdkerhet.

Vi kommer 1 detta avsnitt borja med att beskriva den forsta kategorin av
koordinattransformationer i1 avsnitt 5.6.1 for att dérefter behandla den andra typen i
5.6.2-5.6.3. Vi koncentrerar oss pa transformation av plana koordinater. Se avsnitt 2.4.4
och 4.5 for transformation mellan hojd 6ver ellipsoiden och hojd 6ver geoiden.

4.6.1 Analytisk transformation

Vi har tidigare 1 kompendiet kommit i kontakt med tva vanliga former av analytiska
transformationer inom maétningstekniken:

- transformation mellan geocentriskt kartesiskt koordinatsystem och ett
geografiskt koordinatsystem (formel 2.6-2.8 och Exempel 2.2), och

- transformation mellan geografiska koordinater och kartprojektionskoordinater
(exempel ges 1 formel 3.9 och som en del i Exempel 3.1).

Ytterligare en vanlig form av analytisk transformation ar byte av kartprojektion. Ett
exempel dr att man har koordinater i SWEREF TM och vill rikna 6ver dem till
SWEREF 99 13 30 (dvs. SWEREF 99 med en lokal kartprojektion, se avsnitt 4.2.4).
For att utfora denna transformation berdknas forst geografiska koordinater i
SWEREF 99 fran SWEREF 99 TM, och direfter rdknas koordinater i
SWEREF 99 13 30 frdn de geografiska koordinaterna. Man ska alltsa vara noggrann
med att anvénda de sanna (analytiska) sambanden mellan kartprojektionskoordinaterna
och de geografiska koordinaterna nir man byter kartprojektion; det &r generellt inte
tillatet att forsoka hitta genvdgar att gd direkt frdn N- och E-koordinater i en
kartprojektion till motsvarande koordinater i en annan kartprojektion. Detta leder till att
man helt 1 onddan introducerar kdnda geometriska skillnader mellan projektionerna
som fel i data.
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Exempel 4.1: Transformera en punkt i Smygehuk frain SWEREF 99 TM till den lokala
projektionen SWEREF 99 13 30 (jfr Figur 4.5).

Koordinater for punkten i SWEREF 99 TM ér:
Ny=6133 521,11 m, E=395 945,37 m.
Losning: Forst berdknas de geografiska koordinaterna for punkten, vilket ger:

A=13°21'34",1603
Geografiska koordinater i SWEREF 99 = { ’ }

@= 55°20"13",2718

Diérefter berdknas koordinater 1 SWEREF 99 13 30 utifran de geografiska
koordinaterna:

E =141 083,65m

Svar: Koordinaterna for punkten i Smygehuk & i SWEREF 99 13 30 lika med
{N =6 134 758,60 m}

E =141 083,65m

] ] N =6134 758,60 m.
Koordinater i SWEREF 99 13 30=

Kommentar till svar: Om man vill transformera koordinater for enskilda punkter mellan
svenska koordinatsystem (som i detta exempel) dr det lampligt att anvinda den
koordinattransformationstjanst som finns pa Lantmaéteriets webbsidor om geodesi.

4.6.2 Empirisk transformation i tva dimensioner

For att klara av att byta referenssystem maste man skapa en relation mellan
referenssystemen. Denna relation etableras genom att man mater in ett antal punkter i
bagge systemen och sedan skapar ett empiriskt samband mellan koordinatvéirdena i de
bidgge systemen. Inom geodesi anvinds oftast likformig transformation (s.k.
Helmerttransformation) for detta syfte. Vi inleder déarfor med att beskriva likformig
transformation for att senare overga till hur man praktiskt tillimpar denna vid byte av
referenssystem.

Tvadimensionell likformig transformation (Helmerttransformation)

I en likformig transformation modellerar man tre skillnader mellan koordinatsystemen,
namligen skillnad 1 vridning (rotation), skala och ldge for origo (Figur 4.11). Den
likformiga transformationen klarar alltsd inte av att modellera olika skala i olika
riktningar, eller att ndgot av koordinatsystemen inte dr ratvinkligt (det finns andra typer
av empiriska transformationer som klarar detta, men de ska inte anvéndas vid byte av
geodetiskt referenssystem). Dérfor bevaras formen av ett objekt i den likformiga
transformationen, vilket ju ocksa namnet antyder.
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MoA
N’ N & N N & i
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Figur 4.11. Den likformiga transformationen modellerar foljande skillnader mellan tva koordinatsystem:
skillnad i rotation (vridning), skala (skalindring) och ldige for origo (forflyttming). Tillsammans kan dessa
tre skillnader modellera dndringar i koordinatsystem liknande det i Figur 4.12.

Ponera att vi har en punkt P vars koordinater dr kdnda i1 N'E’-systemet. Dessa

!

’ } Det forsta vi gor &r att vrida

koordinater dr 1 vektorform lika med {

P
koordinatsystemet. Detta gors genom att multiplicera koordinaterna med en
tvddimensionell rotationsmatris Rz. I ndsta steg gor vi en skaléndring, dar skalfaktorn

ar lika med m. Och slutligen genomfors en forflyttning genom att addera en vektor

E
{ 0 } Saledes blir transformationen i1 vektorform:

0
E E, E,
=] l+mR,| T 4.1
N,| |N, N,

Rotationsmatrisen &r en funktion av vridningen o och definieras som:

cosa -—sina
R, =] . 4.2
sina  cosa

Om man anvénder uttrycket for rotationsmatrisen Rz i formel 4.1 erhdlls foljande
samband:
E,=E,+E, m cosa —N, m sina

) 4.3
N,=N,+E, m sina+N, m cosa

Vi kan kontrollera riktigheten i denna formel genom att studera Figur 4.12. For att
berdkna hur stort Ep dr uttryckt i N'E’-systemet maste vi studera tre komponenter
(markerade med pilar i nedre delen av figuren). Storheten pa dessa tre komponenter
erhélls genom en trigonometrisk betraktelse (vilket dr en bra Gvning att genomfora pa
egen hand). Om man summerar de tre komponenterna (och observerar att den tredje ar
negativ) sa erhélls den 6vre raden i1 formel 4.3. Pa analogt vis kan man visa att 4&ven Np-
koordinaten blir korrekt.
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N &

L 4

Figur 4.12. Tvdadimensionell likformig transformation.

I hirledningen av transformationssambandet har konventionen att vinklar i moturs
riktning &r positiva. Detta dr den vanligaste konventionen inom matematik och de flesta
tillimpningsomradden. Dock anvinder man inom geodetisk métningsteknik ofta
konventionen att vinklarna i medurs riktning dr positiva. Anviands denna konvention
kommer en del tecknen i formel 4.2 och 4.3 att dndras.

Exempel 4.2: Transformera nedanstdende koordinater for punkten P:

N, =90,00m

E}, =100,00 m

till N,E-systemet. Relationen mellan systemen beskrivs med en tvddimensionell

likformighetstransformation. Ur en tabell fis foljande vérden pa transformations-
parametrarna:

E, =1253,62m

N, =457,34m

m =1,0012 dimensionsios

a =0,0732 grader

Losning: Transformationen  utféors med  hjdlp av  tvddimensionell
likformighetstransformation (formel 4.3).Vid tillimpning av formeln gors en kontroll

att enheterna dr korrekta. Framforallt kollas att enheterna for alla koordinatangivelser
ar angivna i meter, samt att vinkeln anges 1 rétt typ av vinkelmatt (i forhallande till den
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programvara som anvands). Gors detta erhélls f6ljande:
E,=E,+E, m cosa—N, m sina=
=1253,62+100,00-1,0012-cos(0,0732°)—90,00-1,0012-sin(0,0732°) =
=1353,6248 m

N,=N,+E, m sina+N, m cosa =
=457,34+100,00-1,0012-sin(0,0732°)+90,00-1,0012 - cos(0,0732°) =
=547,5758 m

. . . . | Np= 547,58m.
Svar: Koordinaterna for punkten P i NV, E-systemet ar:

E,=1353,62m

Bestimning av parametrarna i en likformig transformation

Likformig transformation kan som sagt anvéndas for att modellera transformationer
mellan olika geodetiska referenssystem. Vi inleder med ett exempel pa hur detta gors i
tvd dimensioner, vilket kan vara aktuellt om man vill passa in ett dldre kommunalt
referenssystem (i form av ett nit med punkter) pd Sweref 99. Det forsta man gor dr att
maéta in ett antal punkter i bagge systemen. Punkterna bor vara jimt utspridda och tacka
hela det omradet man jobbar inom. Nér koordinater berdknats ur métningarna kanner
man till £- och N-koordinater for bigge systemen. I ndsta steg maste man se till att
koordinatsystemen anvénder samma kartprojektion. Om de inte gor det maste man byta
kartprojektion pa ett av systemen (jfr Exempel 4.1). Efter detta steg har man alltsa E-
och N-koordinater for bagge systemen och bigge koordinatsystemen anviander samma
kartprojektion. For att slutligen skapa sjélva transformationssambandet anvénds formel
4.3. Man stoppar da in kdnda E- och N-koordinater for alla punkterna. Det som da
erhalls dr ett Overbestdmt icke-linjart ekvationssystem dir de obekanta dr Ey, Ny, m och
o. (1 realiteten anvinds en variabelsubstitution, men vi bortser fran denna teknikalitet

hér). Ekvationssystem l0ses genom att iterativt tillimpa minsta-kvadratmetoden
(kapitel 9).

Som anvindare av ett transformationssamband behdver man inte kunna alla detaljer om
hur sambandet har etablerats. Det dr vanligtvis stat, kommun eller liknande organisation
som etablerar samband mellan geodetiska referenssystem. Dessa samband publiceras
som parametrar for den likformiga transformationen och kan anvindas pé det sitt som
beskrivs i ndsta avsnitt. Nir det dr frdga om en empirisk transformation mellan tva olika
referenssystem, dr det viktigt att kinna till att en sadan transformation alltid &r behéftat
med en osdkerhet. Den som tagit fram transformationen bor redovisa hur stor denna
osdkerhet dr och det dr viktigt att man som anvandare tar till sig denna information.

Transformation mellan tvi plana koordinatsystem

Transformation frén ett nationellt plant system (hédr exemplifierat med RT 90 2,5 gon
V) till ett plant kommunalt system (hdr exemplifierat med ett lokalt system med
projektionen 5 gon V) gors genom foljande process:

N - A 2)—> N 3)— N 4.4
N RT90 (1 RT90 N RT90 N KommunaltSystem ‘

2,5gonVist SgonVist SgonVist
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Processen byggs upp av de tre transformationsstegen:

1) Analytisk transformation fran kartprojektionskoordinater till geografiska
koordinater (bada 1 RT 90).

2) Analytisk transformation fran geografiska koordinater till
kartprojektionskoordinater (bada 1 RT 90). Efter denna transformation har RT
90 fatt ett nytt koordinatsystem med samma kartprojektion och kart-
projektionsparametrar som det kommunala systemet.

3) Empirisk transformation fran RT 90 till det kommunala systemet (dir bada
projektionerna har samma medelmeridian 5 gon V). Denna transformation
utfors genom att tillimpa en likformig transformation (formel 4.3) dir
transformationsparametrarna har bestdmts av Lantmadteriet/kommunen (jfr
Exempel 4.2).

For att genomfora denna process pa ett korrekt sdtt dr det viktigt att veta hur
transformationsparametrarna ska anvédndas, t.ex. vilken kartprojektion som
parametrarna dr framtagna for.

Det gar dven att genomfOra den empiriska transformationen mellan geodetiska
referenssystem utan att anvédnda likformighetstranformation. Man kan genom att
specialdesigna kartprojektionsparametrarna i transversala Mercator-projektionen gé

direkt fran [/1,¢]RT90 till [E,N ]KommunaltSy&tem; detta tillvigagingssitt benidmns

5gonVist
direktprojektion. For att mojliggora detta publiceras speciella parametrar for Mercator-
projektionen; genom att anvénda dessa parametrar utfors ett byte av referenssystem. Att
pa detta sitt transformera direkt till ett referenssystem genom att alternera
kartprojektionsparametrarna har visat sig fungera bra rent praktiskt och i ménga fall
baseras den officiella transformationen mellan kommunala system och nationella
system pé detta tillvigagangssatt.

4.6.3 Empiriska transformationer i tre dimensioner

Tredimensionell likformig transformation (Helmerttransformation)

Den tredimensionella likformiga transformationen har samma egenskaper som den
tvddimensionella i den meningen att den tillater vridning, skaldndring och forflyttning.
Och 1 matrisform blir uttrycken liknande:

X, [ X X,
Y, |=|Y, +mR3(wx,a)y,a)z) Y 4.5
Zp Zy Z;

Skillnaden ligger framst i att rotationsmatrisen blir mycket mer komplicerad och vi
kommer inte att specificera den 1 detalj har. Vad vi maste kédnna till dr dock att den
tredimensionella rotationsmatrisen dr en funktion av tre vridningar i 3D-rummet, wy,
@y och w; (vridning runt respektive koordinataxel).

For att etablera ett samband mellan tva tredimensionella system (i geocentriska
kartesiska koordinater) &r tillvigagangssdttet likadant som for tvd dimensioner.
Skillnaden é&r att punkterna mits in i tre dimensioner (X, Y, Z) och att den
tredimensionella likformighetstransformationen anvands (formel 4.5).
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Transformation mellan tva tredimensionella koordinatsystem

I méanga tillampningar, inte minst nir man jobbar i internationella sammanhang,
behdver man transformera mellan tva tredimensionella koordinatsystem. Inom Europa
ar det vanligt att man maste konvertera fran ett dldre nationellt referenssystem till en
nationell realisering av ETRS89. Om man anvénder geografiska koordinater gors da
foljande steg:

A X X A
10} H—->|Y 2)—>|Y B)—|e 4.6
AldreNationelltSystem Z AldreNationelltSystem Z ETRS89 h ETRS89

Processen byggs upp av de tre transformationsstegen:

1) Analytisk transformation fran geografiska koordinater till geocentriskt kartesiska
koordinater (formel 2.6).

2) Empirisk transformation fran det dldre nationella systemet till ETRS89. Har anvénds
formel 4.5. For att utfora detta steg krivs kdnnedom om transformationsparametrarna
Xo, Yo, Zo, m, wx, @, och @.. Virden pa dessa parametrar erhalls fran nationella kartverk
eller fran andra palitliga sammanstillningar (se t.ex. http://www.epsg-registry.org/).

3) Analytisk transformation fran geocentriskt kartesiska koordinater till geografiska
koordinater (formel 2.8).

I flera fall maste man dessutom komplettera berdkningsgangen i1 formel 4.6 med
kartprojektionstransformationer.

4.6.4 Transformation mellan RT 90 2,5 gon V och
SWEREF 99 TM.

En vanlig transformation dr mellan RT 90 2,5 gon V och SWEREF 99 TM. Denna
transformation skulle gé att genomfora med ett forfarande likt det som ges i
berdkningsgdng 5.7 om man adderar steg for att transformera mellan
kartprojektionskoordinater (£- och N-koordinater) och de geografiska koordinaterna. |
vissa fall méste man dven addera steg for transformation av hojdkoordinater.

Det officiella séttet att transformera mellan de tva nationella koordinatsystemen ar dock
att anvidnda en direktprojektion. Denna direktprojektion beskrivs av foljande

berdkningsgang:
E A E
1) - 2)— 4.7
N |rroo D | swrreroo L ——

2,5gonViist
bestaende av transformationsstegen:

1) Empirisk transformation dér kartprojektionsparametrarna for transversal Mercator-
projektion dr anpassade pa sadant sétt att byte av referenssystem sker. Véirden pa dessa
kartprojektionsparametrar kan fés t.ex. frdn Lantméteriets webbsidor.

2) Overgéng fran geografiska koordinater till kartprojektionskoordinater (analytisk
transformation); se avsnitt 3.4.3.

Liksom i alla empiriska transformationer finns det brister i 4.7. Lantmateriet redovisar
att finns en osdkerhet omkring decimetern i denna transformation. Felen varierar dock
pa olika systematiska vis Over landet och man kan genom att anvénda
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restfelsinterpolation till stor del reducera osékerheten i transformationen.

Status: Kapitlet reviderades 2021.

Tack: Detta kapitel dr till stora delar en sammanstéllning av informationsmaterial och
kompendier fran geodesienheten, Lantmaéteriet, dir bade figurer och textavsnitt lanats.
Tack till Lars Engberg, Mikael Lilje och vriga for att detta material fick anvéndas. Ett
speciellt tack till Bo-Gunnar Reit for dina forklaringar av referenssystem, och till Lars
Engberg och Clas-Goran Persson for bra synpunkter pé texten. Tack ocksa till Hanna
Stigmar for korrekturldsning. /Lars Harrie och Jonas Agren

Listips: Information om de svenska geodetiska referenssystemen finns framforallt pa
Lantmateriets webbsidor om geodesi. Dir finns bade rapporter och informationsblad
tillgéngliga for gratis nedladdning.
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5 Matinstrument

I detta kapitel kommer vi att ga igenom de vanligaste traditionella instrumenten och
deras handhavande inom den terrestra (markbundna) métningstekniken. De storheter
som ska métas upp dr horisontalriktningar (eller horisontalvinklar), vertikalvinklar,
langder och hojd-skillnader. Det dr viktigt att instrument och all annan utrustning &r vél
kontrollerade infor alla typer av mituppdrag och darfor innehaller detta kapitel dven
delar for kontroll och justering av teodoliter, EDM-instrument och avvignings-
instrument.

Instrument for satellitmatning behandlas 1 kapitel 10.

5.1 Vinkelmatningsinstrument

Vinkelmétning dr en mycket vanlig métoperation inom métningstekniken och séttet att
gora den pa varierar beroende pa dndamalet med méatningen. Enkel horisontalvinkel-
mitning kan t.ex. goras med en kompass. Man syftar d& pa det eller de objekt som ska
médtas och avldsning gors direkt pa kompasshusets skala. Referens- eller
utgangsriktning kan hér vara nordriktningen. Ett mycket noggrannare instrument for
vinkelmétning &r teodoliten.

5.1.1 Teodoliten

Denna instrumenttyp borjade tillverkas 1 slutet av 1700-talet och mgjliggjorde
noggrannare vinkelmétningar dn vad man tidigare kunnat utfora. I Figur 5.1 kan vi se
tvd teodoliter, dels en fran slutet av 1700-talet som dr gjord av den berdmde
instrumentmakaren Jesse Ramsden och som anvidndes vid den forsta noggranna
triangelmitningen 6ver England, dels en elektronisk teodolit (jfr avsnitt 5.3.1),

I bl.a. Sverige anvinds foretrddesvis instrument som visar virden i vinkelenheten gon
(360° =400 gon).

Figur 5.1. Jesse Ramsdens teodolit frdn 1787 (t.v.) och en elektronisk teodolit, Leica T2002 (t.h.).

Vid métning monteras teodoliten pd stativ eller métpelare och horisonteras med hjélp
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av ett vattenpass. Sedan kan den anvindas fOr uppmitning av vinklar i det
tredimensionella rummet. I princip kan man ténka sig att denna vinkelmétning skulle
kunna utforas som en direkt métning av rymdvinkeln mellan tva objekt, men pa grund
av praktiska problem med att konstruera ett sddant instrument har man valt att
konstruera teodoliten s& att den direkta méitningen géller horisontal- respektive
vertikalkomponenten av rymdvinkeln, se Figur 5.2.

Zenit

1

/ Vertikalplan

Figur 5.2. Horisontalvinkeln f».; dr skillnaden mellan mdtt riktning mot punkt 2 och mditt riktning mot punkt
1. Vertikalvinklarna z; och z; anges i forhdllande till zenitriktningen.

Horisontalvinkeln mellan tva punkter &r skillnaden mellan de rita linjer som utgér fran
instrumentpunkten till respektive objektpunkts vertikala projektion i horisontalplanet.
Det ar alltsa egentligen inte horisontalvinklar som direkt méts utan horisontalriktningar
och vinklar erhalls som skillnader mellan métta riktningar. I Figur 5.2 mits riktning
mot punkt 1 som ligger ovanfor horisontalplanet och riktning mot punkt 2 som ligger
under horisontalplanet. Horisontalvinkeln mellan dessa tvd punkter dr skillnaden
mellan de rita linjerna utgdende fran instrumentet och punkternas vertikala projektioner
iplanet, 2' och 1'. Vertikalvinkeln fas diremot direkt och definieras som vinkeln mellan
zenitlinjen och siktlinjen till den métta punkten. I Figur 5.2 ar vertikalvinkeln mot punkt
I mindre dn 100 gon och vertikalvinkeln mot 2 &r storre dn 100 gon.

De teodoliter som anvénds idag skiljer sig 1 princip inte sa mycket ifrdn de teodoliter
som tillverkades pa 1800-talet. Sjdlvklart har t.ex. optiken och mekaniken i
instrumenten forbdttrats, men grundprincipen dr densamma. Man kan idag skilja pa
mekaniska och elektroniska (eller digitala) teodoliter. I den senare typen har vissa
optiska och mekaniska komponenter ersatts med elektroniska motsvarigheter. Idag
anvands néstan enbart elektroniska teodoliter (totalstationer).

Mekaniska teodoliter

Principiellt sa fungerar en mekanisk teodolit genom att en maitkikares rorelse kan
avlédsas pa tva graderade cirkelskivor, dels den horisontella rorelsen dé kikaren roterar
kring sin vertikalaxel, dels den vertikala rorelsen da kikaren roterar kring sin

horisontalaxel. Schematiskt har teodoliten f6ljande huvuddelar och huvudaxlar, se dven
Figur 5.3 och Figur 5.4.

Trefoten med fotskruvar med vilkas hjélp teodoliten horisonteras
Underdelen dir horisontalcirkelskalan dr placerad

Alidaden (Mellandelen) som dr vridbar kring teodolitens vertikalaxel
Kikaren som ér vridbar kring horisontalaxeln

Optiska lodet med vilket instrumentet centreras

Horisontalaxeln (HH)

Vertikalaxeln (VV)

Siktaxeln (Kollimationsaxeln) (SS)
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Vertikalcirkel

Horisontalvattenpassets axel (LL)

Kikare

41— Horisontalaxel

— Horisontalvattenpass
Kullager

Figur 5.3. Teodolitens huvuddelar Figur 5.4. Teodolitens huvudaxlar

For att instrumentet ska vara rétt justerat maste foljande geometriska villkor vara
uppfyllda:

Horisontalvattenpassets axel ska vara parallell med horisontalaxeln, LL // HH
Horisontalvattenpassets axel ska vara vinkelrdt mot vertikalaxeln, LL L VV
Horisontalaxeln ska vara vinkelrdt mot vertikalaxeln, HH L VV

Siktaxeln ska vara vinkelrdt mot horisontalaxeln, SS L HH

Optiska lodets siktaxel ska sammanfalla med vertikalaxeln

VV, SS, HH och optiska lodets siktaxel ska gd igenom samma punkt,
instrumentets huvudpunkt.

Dessutom far ingen parallax forekomma (se forklaring pa sidan 72), och
vertikalcirkelns index maste visa 0 gon i zenit och 100 gon eller 300 gon 1
horisontalplanet. I de fall dessa villkor inte dr uppfyllda far man olika typer av
instrumentfel. Se avsnitt 5.1.2 for en kortfattad redogdrelse for dessa fel och for hur
teodoliten kan kontrolleras och justeras med avseende pd dem.

Det som kinnetecknar en madtkikare 1 en teodolit dr att den dr forsedd med ett s.k.
tradkors eller harkors med vilket man kan sikta pa mitobjektet. Ovriga komponenter i
kikaren dr okularet och objektivet samt olika andra linssystem for att t.ex. vinda bilden
ritt, se Figur 5.5.
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Objektiv
Okular
_ 1]
=Sy
______ i .
Tradkors

Figur 5.5. Principskiss for en mdtkikare. Till hoger ett tradkors (hdrkors); de kortare strecken anvinds vid
optisk distansmdtning.

Vid vinkelmétning ar det viktigt att man stéller in teodoliten sd att bilden av mitobjektet
och trddkorset ligger i samma plan, annars foreligger s.k. parallax. Parallax konstateras
genom att man forflyttar 6gat vid okularet och kontrollerar om objektet “ror sig” i
forhallande till harkorset. Om sé dr fallet har man parallax. For att dtgéirda detta forfar
man enligt foljande: Rikta teodoliten mot ett avldgset objekt, t.ex. mot himlen, och
fokusera mot oédndligheten. Justera okularets fokusering sa att trddkorset blir skarpt.
Rikta mot mitobjektet och fokusera. Ror ogat vid okularet och kontrollera om
tradkorset “ror sig” relativt bilden av objektet. Om inte sd dr instrumentet parallaxfritt,
annars gor om hela proceduren. Denna kontroll bor goras pa rutin vid varje instrument-
uppstdllning.

Det ér, som redan ndmnts, tvd graderade cirkelskivor som mojliggér avldsning av
kikarens rorelse (i horisontalled &r det ju egentligen alidaden med kikaren som roterar).
Horisontalcirkeln dr placerad i underdelen och vertikalcirkeln ar placerad i alidaden, se
Figur 5.3. Det finns ofta mojlighet att vrida och stdlla in horisontalskalans nollpunkt,
detta kallas forstdllning.

Vid métning méiste instrumentet vara horisonterat och detta astadkoms med hjélp av
vattenpass. Ett dosvattenpass brukar finnas pa trefoten och detta anvidnds for
grovhorisontering. 1 alidaden finns @nnu ett vattenpass, ett rorvattenpass av finare
kvalitet, som anvinds for finhorisontering. Man brukar finhorisontera teodoliten pa
foljande sitt, se dven Figur 5.6:

1) Med hjélp av de tre fotskruvarna stélls dosvattenpasset in.

2) Vrid alidaden sa att vattenpasset kommer parallellt med tva av fotskruvarna.
Vrid med dessa tva fotskruvar samtidigt mot eller frdn varandra sa att
vattenpasset spelar in.

3) Vrid alidaden 100 gon sa att alidaden stdr vinkelrdtt mot den forra positionen
(6ver den tredje fotskruven). Vrid med denna fotskruv sé att vattenpasset spelar
in.

4) Vrid nu teodoliten till olika lagen och kontrollera att vattenpasset alltid spelar
in. Om inte, borja om vid 2). Det kan ocksa hidnda att detta ar svart pa grund av
att vattenpasset dr daligt justerat. Se avsnitt 5.1.2 om hur man justerar detta.
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2) 3) 4)
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Figur 5.6. Metod for finhorisontering med hjdlp av fotskruvarna.

Pa idldre teodoliter finns det dven ett speciellt vattenpass for vertikalcirkeln som ska
stéllas in vid vertikalvinkelmédtning, men moderna instrument har istillet automatisk
instéllning for hojdindex med hjélp av t.ex. en pendel som péaverkar ett prismasystem.

Dé man ska stilla upp teodoliten dver en viss punkt, s.k. centrering, behdver man nagot
hjélpmedel for att instrumentet ska placeras s& bra som mdjligt 6ver punkten. For detta
andamal kan ett snorlod fastsatt i teodoliten anvdndas, men mycket vanligare ér att man
anvéinder ett s.k. optiskt lod. Detta kan sitta i trefoten eller i alidaden, beroende pa
instrumenttyp. Det optiska lodet &r ett optiskt system med ett tradkors med vilket man
kan se underlaget (marken) och pa sd sitt stilla in instrumentet Gver punkten.
Alternativt kan instrumentet vara forsett med laserlod, da en laserpunkt projiceras pa
underlaget. Centrering brukar goras tillsammans med horisonteringsproceduren. Pa
vissa typer av stativ finns det en fast stdng som anvénds for centrering.

Elektroniska teodoliter

En elektronisk eller digital teodolit har samma huvuddelar och huvudaxlar som en
mekanisk och samma geometriska villkor maste vara uppfyllda for en justerad teodolit.
Den stora skillnaden é&r att cirkelavldsningarna (métning och presentation) gors pa
elektronisk vdg. Vissa instrumenttyper har dven elektroniska pendlar som ersitter
horisontalvattenpasset men kikare, trefot etc. &r desamma som for de mekaniska
teodoliterna.

5.1.2 Kontroll och justering av teodoliter

I avsnitt 5.1.1 satte vi upp vilka geometriska villkor teodolitens huvudaxlar maste
uppfylla. Vi ska i detta avsnitt, relativt kortfattat, beskriva nagra av de fel som
uppkommer om vissa av dessa villkor inte dr uppfyllda och hur man kan justera eller,
med ldmpliga mdtmetoder, eliminera felen. Beskrivningen giller de mekaniska
teodoliterna, de elektroniska behandlas i slutet av detta avsnitt.

Vissa instrumentfel kan elimineras genom maétning i helsats. Det innebér att man tar
medelvérdet av mitningar 1 tva cirkelldgen. Att byta cirkellige innebér att man slér
igenom och svinger om teodoliten ett halvt varv. Helsatsmitning tillimpas normalt vid
stommditning men séllan vid detaljmétning.

Horisontalvattenpassets axel dr inte vinkelrit mot vertikalaxeln.

Vattenpassets blasa flyttar sig da teodoliten roteras kring vertikalaxeln. Det finns ingen
mitmetod for att eliminera detta fel utan det maste justeras bort. Detta kan goras genom
att stilla upp instrumentet pa ett stadigt underlag (en fast méatpelare ar &nnu béttre) och
grovhorisontera. Stéll alidaden 6ver tva av fotskruvarna och vrid pd dem mot eller fran
varandra sd att vattenpassets blisa centreras. Vrid alidaden ett halvt varv, 200 gon.
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Blasans avvikelse (avlidses pa rorvattenpassets gradering) anger det dubbla felet.
Hiélften av avvikelsen justeras med hjdlp av fotskruvarna och resten justeras med
vattenpassets justerskruvar. Kontrollera igen.

Siktaxeln dr inte vinkelrit mot horisontalaxeln. Felet kallas kollimationsfel i sidled.

Detta fels inverkan pdverkas av vertikalvinkelns storlek. Métning mot objekt som har
samma vertikalvinkel paverkas séledes inte av felet. Felet elimineras genom att mita
helsatser och bilda medeltal. For kontroll och justering: Stéll upp instrumentet pa stadigt
underlag, horisontera och rikta mot ett avldgset, vdldefinierat objekt pa ungefar samma
hdjd som instrumentet dvs. med vertikalvinkel ndra 100 gon. Avlds horisontal-
riktningen. SI& igenom och omsvéng teodoliten ett halvt varv och rikta in pa nytt mot
samma objekt. Avlds horisontalriktningen. Skillnaden boér vara 200 gon och en
eventuell skillnad dérifrdn &r det dubbla kollimationsfelet i1 sidled. Detta ar i
verkligheten inte riktigt sant eftersom man i varje mitning ocksd har slumpmadssiga
instrument-, inriktnings- och instillningsfel som nu kommer att ingé i det uppskattade
kollimationsfelet. Justera halva felet genom att flytta trddkorset med hjélp av
tradkorsets justerskruvar. Kontrollera igen.

Vertikalindex ir inte justerat. Felet kallas kollimationsfel i hojdled eller indexfel.

Vid vertikalvinkelmétning dr det viktigt att vertikalskalan visar exakt O gon i zenit och
100 gon (eller 300 gon) i horisontalplanet. Detta fels inverkan elimineras genom
helsatsmitning och medeltalsbildning. Kontrollen gors genom att stilla upp instru-
mentet pd fast underlag och horisontera. Rikta mot ett vdldefinierat objekt och lds av
vertikalvinkeln. S1a igenom och sving om och mit mot samma objekt igen. Avlds
vertikalvinkeln. Summan av de bada avldsningarna borde vara exakt 400 gon.
Skillnaden déarifrdn dr det dubbla indexfelet. Justering gérs genom att med hjilp av
vertikalcirkelindexets justerskruv stélla in korrigerad vertikalvinkel. P4 dldre teodoliter
utan automatiskt hojdindex goOrs justeringen istdllet pa justerskruven for
vertikalcirkelns vattenpass (kollimationsvattenpasset).

Horisontalaxeln ér inte vinkelrit mot vertikalaxeln. Detta fel kallas inklinationsfel.

Detta fels inverkan péverkas av vertikalvinkelns storlek. Om man méter objekt som har
samma vertikalvinkel blir métningen rétt d&nda. Elimineras med helsatsmétning och
anviandning av medelvirde. Foljande procedur kan anvindas for att kontrollera om detta
fel foreligger: Forst maste instrumentet vara justerat med avseende pé kollimationsfel.
Stall upp instrumentet pd stadigt underlag, horisontera och rikta mot ett vildefinierat
objekt som ligger minst 15 gon &ver horisontalplanet. Avléds horisontalriktningen och
vertikalvinkeln. Sla igenom och omsvéng teodoliten ett halvt varv och rikta in pa nytt
mot samma objekt. Avlds horisontalriktningen. Skillnaden mellan rikt-
ningsavldsningarna bor vara 200 gon. Skillnaden dérifran génger tangenten for verti-
kalvinkeln dr det dubbla inklinationsfelet. Justering méste goras av fackman.

Optiska lodets siktaxel sammanfaller inte med vertikalaxeln.

Detta fels inverkan gér inte att eliminera utan maste justeras bort. Det finns flera olika
sétt att kontrollera detta fel och hir beskrivs tva av sétten. Still upp instrumentet pa fast
underlag och horisontera. Markera nedlodningspunkten med hjélp av ett sndrlod.
Justera in optiska lodet med hjélp av dess justerskruvar. Kontrollera igen. Ett &nnu
battre sitt dr att ha en fast mitpelare med markerad nedlodningspunkt. Da &r det bara
att justera direkt.

For elektroniska teodoliter genomfors alla ovan beskrivna kontroller pa samma sitt men

74



Kapitel 5: Matinstrument

de uppmitta kollimations- och inklinationsfelen kan lagras i instrumentet for
automatisk korrigering direkt vid mitning (géller inte alla instrumenttyper). Men
eftersom instrumentfelen kan éndras p.g.a. temperaturviaxlingar eller skakningar maste
man méta upp dessa fel regelbundet sé att “ratt” fel korrigeras. Ett lagrat felaktiga
kollimations- och inklinationsfel &r ju vérdeldos information och forsdmrar
métresultatet.

Det dr ocksd viktigt att, forutom instrumentet, all annan kringutrustning som stativ,
matsignaler etc. dr kontrollerade och justerade.

5.2 Langdmatningsinstrument

Att médta avstand dr ett viktigt moment vid olika métningstekniska tillimpningar och
tekniken for detta har fordandrats mycket genom aren. I slutet av 1800-talet anvinde
t.ex. Sven Hedin gangtiden for en kamel for att méta eller uppskatta avstdnd. Han lat
kamelen ga i olika terrdngtyper under olika forhéllanden och sammanstillde sedan
tabeller for avstandet som en funktion av gangtid, terrdngtyp etc. Tillsammans med
vinkelmétning med teodolit eller kompass kunde han sedan positionsbestimma detaljer
och rita kartor 6ver de omraden han utforskade.

Att mita avstand med olika typer av mitband eller mitkedjor har ockséd anvénts, och
anvénds fortfarande i vissa tilldimpningar. Noggrann bandmétning dr dock tidsodande
och medfor olika problem, speciellt vid langre avstand. Darfor mattes tidigare enbart
ett fatal kortare langder, s.k. basldngder, vid uppbyggnaden av referensnit i form av
triangelnét. I 6vrigt méttes endast vinklar.

P& 1950-talet kom ett helt nytt lingdmétningsinstrument, EDM-instrumentet, som
mojliggjorde noggrann mitning av langa avstind (flera mil) och detta medforde att man
borjade médta bade vinklar och ldngder vid stommétning.

5.2.1 EDM-instrument

Det var 1 samband med forsok att mata ljushastigheten som Erik Bergstrand utvecklade
en ny metod att méta avstdnd. AGA tillverkade dérefter det forsta kommersiella EDM-
instrumentet 1948, med namnet Geodimeter. I och med detta kunde avstand pé flera
mil mitas med liten matosdkerhet. Efter detta genombrott har AGA och sedan andra
tillverkare forbattrat och vidareutvecklat EDM-instrumentet.

EDM-instrumenten baseras pa maétningar av elektromagnetiska védgor. Mellan
vaglingden (1), utbredningshastigheten (c¢) och frekvensen (f) for elektromagnetiska
végor rader foljande samband:

A== 5.1
S

Vi ser att en skillnad i frekvens ger en skillnad i vaglingd. Nagra typer av
elektromagnetisk stralning kan ses 1 Figur 5.7.
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Viglingd (m) ——

1o-14  jp—12 jo-'¢ o-E 19-¢ 10—* 102 i 102 i0*
S [ 1 1 L 1 1 1 1 L 1 I 1 1 L L 1 1 1 I
Gammastrilning Synligt ljus Mikrovidgor Normala radiovigor

Ultraviolett ljus

Rontgenstrilning Infrarstt Ljus TV- och radiovipor

[N RN NN (NN SN SN USSR VNS (U (RN (N SN SN SR S S SR S |
1022 102¢ 1gt8 o' 104 10! ipto 108 108 10*

Frekvens (Hz)

Figur 5.7. Det elektromagnetiska spektrumet.

Fran Figur 5.7 kan vi som exempel pa olika elektromagnetisk stralning se att
mikrovagor ar radiovagor med kort viglingd, de kallas ibland ocksa for radarvigor.
Synligt ljus har vaglingder mellan 4-107 m och 7-107 m. Infrarétt ljus, IR ljus, har
véglangder mellan synligt ljus och mikrovagor.

Utbredningshastigheten, ¢, beror pa de medium 1 vilket de elektromagnetiska vdgorna
utbreder sig, men dven pa vaglangden. Det géller att

n:c—o 52
c

dir ¢, dr ljushastigheten i vakuum (2,99792458-10° m/s) och n ér brytningsindex.

I varje medium dr utbredningshastigheten mindre &n ljushastigheten i1 vakuum.
Brytningsindex, n, dr en funktion av lufttryck (p), lufttemperatur (z), angtryck (e) och
vaglangd (4).

Man brukar dela in EDM-instrumenten i grupper efter vilken typ av elektromagnetisk
stralning de anvénder, t.ex. kallas de som anvénder synligt ljus och kortvagig IR-
strilning (0,4-10°% <A < 1,3-10°° m) for elektrooptiska lingdmdtningsinstrument medan
de som anvander radiovagor (A > 0,008 m) kallas for mikrovdagsinstrument. Nedan
kommer enbart principer for elektrooptiska instrument behandlas. For information om
mikrovagsinstrument, se t.ex. Burnside (1991).

Det finns fOr nédrvarande tva matprinciper for elektrooptiska instrument:
impulsprincipen och fasskillnadsprincipen. Tidigare har instrument som anvinder
fasskillnadsmetoden varit helt dominerande, men nu finns det ett flertal
impulsinstrument pa marknaden.

Ett impulsinstrument bestar principiellt av en sdndare, en mottagare, en pulsriknare och
en mikroprocessor. Mitning enligt denna metod framgar av Figur 5.8. Méter man
gangtiden, 7, mellan sdndare och mottagare for en impuls (ofta en laserimpuls) s& kan
man bestimma ldngden, d, som

d=—o- 53
2n
Eller enligt formel 5.2
c=f5g=81 5.4
n 2
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Reflektor (prisma)

Séndare >
e R ;
........ D R— ceeeedd
Pulsraknare t------ D SR Mottagare <
Stop

Figur 5.8. Mdtprincipen for ett impulsinstrument.

Nér sdndaren skickar en impuls mot reflektorn gar en liten del av impulsen direkt till
mottagaren som startar pulsrdknaren, se Figur 5.8. Pulsrdknaren riaknar sedan tiden tills
den reflekterade impulsen kommer tillbaka.

Det finns nagra fordelar med impulsmetoden jamfort med fasskillnadsmetoden, som
beskrivs nedan, t.ex. sd reduceras mittiden och mitning kan goras direkt mot objektet
utan reflektor, vilket underldttar matning om det &r svart eller omojligt att placera
reflektorn pa métpunkten.

Ett instrument som utnyttjar fasskillnadsmdtning bestar principiellt av en séndare, en
mottagare, en fasmitare och en mikroprocessor. Métprincipen framgér av Figur 5.9.
Om man kan bestimma det hela antalet vagldngder och den eventuella fasskillnaden
mellan utsdnd och inkommande maétsignal kan ldngden, d, berdknas,

d=N A + A 5.5

2 2

dér N ér antalet hela vaglangder och AX dr den mot fasskillnaden svarande delen av en
hel vaglingd.

— l ,4 Reflektor
Sindare P R
Mottagare}— ™ . &

— AL~

Figur 5.9. Mdtning enligt fasskillnadsmetoden.

Léngdbestdmning med denna metod bestar alltsd av tvA moment, dels att bestimma
fasskillnaden, dels att bestimma antalet hela vaglédngder.

Att bestimma fasskillnaden, som motsvarar en viss del av en hel vaglingd, gors
principiellt enligt Figur 5.10. En del av den utsdnda signalen skickas direkt till
fasrdknaren och har da formen.

Y,=4 smot,0=2rf 5.6

dar 4 ar amplituden och far frekvensen. Den reflekterade signalen har formen,
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Y, =Asin(wt +®),® =27N +Agp 5.7

dar 27 motsvarar ldngden av en hel vaglangd, N ér antalet hela vaglangder och A¢@ ar
fasskillnaden mellan utséand och reflekterad signal.

Reflektor
A sin wt

[ Siindare
<« Fasriknare

| . Mottagare .
A sin(mt+N21t+Aqn_J

Figur 5.10 Principen for fasrdkning.

Fasriknaren kan endast mita fasskillnaden, A¢@, och den resterande delen av en
viglingd som svarar mot denna fasskillnad blir da:

A =22, 58
2

Det andra momentet dr att bestimma antalet hela vaglangder (V). Om vi i ekvation 5.5
sitter A/2=U och AM2=R, sa far vi

d=NU+R 5.9

U kallas ocksa for enhetsldngd och hela antalet hela viglangder kan berdknas om vi
miéter ldngden med olika frekvenser. Vi far da:

f: d=NU +R
f: d=N,U,+R
2 : 22 2 5 1 0
f: d=NU, +R,
Detta ekvationssystem med » ekvationer och n + I obekanta (d och N;—N,) kan 16sas
pa flera olika sétt. Ett sdtt dr att vélja fi sa att Uy alltid &r storre d4n den matta strickan.
Dé ar N;= 0 och den forsta ekvationen 1 5.10 dr d=R1, och vi har en entydig 16sning av
strickan d. Denna l0sning begrinsas dock av upplosningen i fasmitningen. Om
enhetslingden U; ar flera kilometer s& kan ldngden endast bestimmas med
meterosdkerhet. For att erhélla ett béttre resultat méste flera métningar med olika
frekvenser goras. Vi illustrerar denna teknik med foljande exempel, som éar ett vanligt
satt att vilja frekvenserna:

1 F Enhetslingd (m) R

1 15 MHz 10 8437

2 1,5 MHz 100 882

3 150 KHz 1000 789
Mitt lingd = 788,437 m

Den forsta métningen kallas finavidsning medan de andra tva kallas grovavidsning.

Andra sitt att 16sa antalet hela vaglangder bygger pa att frekvenserna véljs sé att
ekvationssystemet 5.10 kan 16sas.
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For att kunna maéta ldngder med nagra millimeters osdkerhet kan man inte méta direkt
pa den elektromagnetiska matsignalen utan man méste ’gradera” den. Detta gors genom
att modulera den, vilket resulterar i en modulerad bdrvag. Det finns flera tekniker for
att gora detta, t.ex. amplitud- frekvens- och impulsmodulering. De olika teknikerna
visas 1 Figur 5.11.

L\ »  Matsignal | Frekvensmodulerad
| ‘ ' barvag
a a
Amplitudmodulerad __» Impulsmodulerad
' barvag ' béarvag

Figur 5.11. Olika sditt att modulera mdtsignalen.

I Figur 5.12 visas en schematisk bild av ett EDM-instrument som arbetar med
fasmitning.

Stralkiilla Reflektor

\—?7
Kvarts-| ____i f
oscillatog
For- Foto- !
Egmkbml“ﬁ“_‘?gar
i

]
i
1
I

f

Fas- SR
miitare

| Ao

______ »  Mitt lingd

Figur 5.12. Principskiss for ett EDM-instrument som anvinder fasmdtning.

De bada ovan beskrivna metoderna for EDM-métning kréver att atmosfarskorrektion
gors av den mitta lingden. De elektromagnetiska vagornas hastighet beror ju pa
brytningsindex (n) enligt formel 5.4, och brytningsindex i sin tur beror pa lufttryck (p),
lufttemperatur (z), angtryck (e) och véglingd (). EDM-instrumentet anvander vid
langdbestdmningen en referensatmosfdr (som ér olika for olika fabrikat). Dérfor
behdver man kdnna den aktuella atmostéaren vid mattillfallet for att korrigera den matta
langden. Korrektionen berdknas och stélls in direkt pd instrumentet eller pafores den
matta okorrigerade ldngden i efterhand. I normala fall behdver inte dngtrycket métas,
dess inverkan dr forsumbar, utan det rdcker med enbart lufttemperatur och lufttryck.
Egentligen behover man kédnna atmosfiaren efter hela strickans langd (dar strdlen
utbreder sig), eftersom forhédllandena kan variera mycket. men ofta mits tryck och
temperatur endast vid instrumentuppstillningen. I vissa fall méts dessa parametrar dven
vid reflektoruppstillningen och ett medeltal av dndpunkternas véirden anvénds for
korrektionsberdkningen. Eftersom olika fabrikat anvénder olika referensatmosfarer
finns det sarskilda korrektionsformler for varje instrument. Ett fel i uppmatt temperatur
pa 1 °C eller ett tryckfel pa 3 hPa ger ett skalfel pd ungefar 1 mm/km.

5.2.2 Kontroll av EDM-instrument

Forutom atmosfarens inverkan vid EDM-maétning finns det ytterligare felkéllor. Man
brukar indela instrumentfelen 1 skalfel, nollpunktsfel och cykliskt fel.
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Skalfelet &r proportionellt mot den métta ldngden och beror pa att
modulationsfrekvensen drivit ivdg fran sitt ritta varde. Modulationsfrekvensen, dvs.
frekvensen som anvéinds for att modulera mitsignalen, bor kontrolleras med en
frekvensriaknare och justeras vid behov. Detta maste goras av fackman.

Nollpunktsfelet dr ett konstant fel som beror pad skillnad mellan instrumentets
mekaniska och elektriska centrum. Felet kan fordndras med tiden och bor kontrolleras
regelbundet. Ett annat konstant fel uppkommer om man miter mot en reflektor med
annan reflektorkonstant 4n den som stillts in pa instrumentet.

Cykliskt (periodiskt) fel kan ha olika orsaker och upptrdda med olika periodicitet.
Vanligaste orsaken &r brister i fasmétningen vilket ger en periodicitet lika med en
enhetslédngd.

Nollpunktsfel och cykliska fel kan kontrolleras genom métningar pa en kalibreringsbas.
Det ér enklast om man har tillgang till en bas med kénda avstand, dir mitningarna blir
jamnt fordelade 6ver en enhetslidngd, se Figur 5.13. Medeltalet av differenserna mellan
matta och kinda avstand ger nollpunktsfelet och differensernas variationer visar det

cykliska felet.
’77x://////////////////////;;1:;;;1;;;;1:;;;1;;;7

'z
v

Figur 5.13. Kalibrering pa kéind bas.

Alternativt kan ett nollpunktsfel bestimmas som differensen mellan ett direktmatt
avstand (inklusive ett nollpunktsfel) och summan av tva métta delstrickor (som
innehaller tvéd nollpunktsfel). Om man inte har tillgéng till en kidnd bas kan man dela
upp en stracka i ett antal delstrackor och gora differensmétningar i alla kombinationer,
se Figur 5.14. Delstrackorna viljs pé ett listigt vis sd att de matta avstdnden blir jimnt
fordelade 6ver enhetsldngden.

/77;;;;;7777:77777777;;7777777;;1/ 77 4 77 ;7

1 2 3 4 5 6

Figur 5.14. Kalibrering pd okdnd bas.
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5.3 Kombinerade vinkel- och langdmatningsinstrument

5.3.1 Totalstation

Separata instrument for vinkelmétning (teodolit) och langdmétning (EDM-instrument)
var en vanlig 16sning tidigare, men idag dr fotalstationen den helt dominerande
instrumenttypen; se Figur 5.15. Den ér i princip en elektronisk teodolit och ett EDM-
instrument som integrerats och som alltsd méter bade riktningar och ldngder. Ddrmed
ar det mojligt att bestimma inbdrdes ldget mellan punkter i en enda mitoperation,
planldget genom poldr matning, och hojdlaget genom trigonometrisk héjdmaétning, se
avsnitt 6.2.1 och 6.3.3.

Totalstationer har ocksa minne for datalagring och mer eller mindre avancerade
berdkningsfunktioner, som koordinat- och areaberdkning, kontroller etc. Data kan
overforas till en dator for vidare bearbetning pa kontoret, eller fran en dator for
utséttning 1 falt. Vissa totalstationer har servomotorer som kan rikta in instrumentet
automatiskt mot en reflektor. Det gir da oftast att fjarrstyra instrumentet fran en dator
eller kontrollenhet, t.ex. vid reflektorn. D& kan maétning, datalagring och berdkning
skotas av en person. Det finns dven 10sningar dér totalstationsmétning och méitning med
GNSS-teknik har integrerats.

Beskrivningarna i avsnitt 5.1 och 5.2 om funktion och kontroll av teodoliter och EDM-
instrument géller dven for totalstationer.

Figur 5.15. En totalstation, Trimble S3. Figur 5.16 En laserscanner, Leica
HDS3000.

5.3.2 Terrester laserskanner

En terrester laserskanner, se Figur 5.16, ir en vidareutveckling av totalstationen, dér
langdmitningen gors med flera tusen pulser per sekund, samtidigt som servomotorerna
vrider instrumentet och vinkelmédtningen sker kontinuerligt. Instrumentet anvénds t.ex.
for detaljerad tredimensionell dokumentation av komplexa objekt. Data fran matningen
blir ett "moln” av koordinatbestimda punkter, som sedan kan bearbetas till en 3D-
modell for t.ex. CAD-program. Terrester laserskanning beskrivs mer i detalj 1 kapitel
15.
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5.4 Instrument for hojdmatning

Med hojdmétning menas hédr bestimning av hdgjdskillnader mellan punkter. Det
traditionella séttet att mata hojdskillnader dr avvdgning. Man brukar skilja pa olika
noggrannhetstyper av avvédgning: precisions-, fin- och vanlig avvigning. Precisions-
avvagning ar den mest noggranna metoden och dir anvinder man forutom de avvigda
hojdskillnaderna ocksd tyngdkraftsinformation eftersom tyngdkraften varierar och
paverkar de mitta hojdskillnaderna. Det som skiljer olika typer av avvdgning dr framst
instrumenteringen men annars dr grundprincipen densamma.

Grundprincipen for att bestimma hojdskillnaden mellan tva punkter A och B med
avvigning ar foljande: Tva graderade avvigningsstdinger med vattenpass stills upp
vertikalt pa punkterna, se Figur 5.17, och avvdgningsinstrumentet stélls upp mellan
stangerna och horisonteras med hjilp av ett vattenpass. Instrumentet riktas forst mot A
och avldsning (14) gors pa den graderade stdngen och sedan pa samma sétt mot B, (/).
Den sokta hojdskillnaden fran A4 till B blir AH4.p = 14 — Ip. Pa detta sétt kan man sedan
successivt bestimma hgjdskillnader mellan ytterligare punkter. Vanligtvis brukar man
dela upp avvigningen mellan tva punkter genom att géra manga deluppstdllningar,
vilket resulterar avvigningstag; se vidare avsnitt 6.3.2.

Figur 5.17. Grundprincipen for avvigning.

En genomgéng av avvigningsinstrumentets funktion och felkéllor samt av nagra olika
typer av instrument gors i avsnitt 5.4.1 och 5.4.2. Avvégning kan dven goras med
laserinstrument, se avsnitt 5.4.3.

Det finns dven andra metoder for att méta hojdskillnader, t.ex. barometerhéjdmditning,
trigonometrisk hojdmditning, hydrostatisk héjdmdtning och hojdmditning med GNSS.

5.4.1 Avvagningsinstrument

Ett avvégningsinstrument kan forenklat ses som en maétkikare med ett vattenpass
monterat parallellt med siktaxeln. Aven for avvigning skiljer man mellan mekaniska
och elektroniska instrument, dér de senare ldser av avviagningsstangen automatiskt. Vi
kommer nedan att gd igenom bdda huvudtyperna. Det finns manga olika tillverkare av
avvagningsinstrument och manga modeller med olika métprecision och handhavande.

Mekaniska avvigningsinstrument

Vid avvigning ska siktlinjen i métkikaren vara horisontell och detta kan goras genom
att horisontera ett pa kikaren monterat rorvattenpass eller med en kompensator; se
nedan. I 6vrigt &r matkikaren 1 princip densamma som i en teodolit, se avsnitt 5.1.1,
men tradkorset (hérkorset) har dven s.k. distanstradar, se Figur 5.18 (dessa kan dven
finnas 1 teodolitens kikare, se Figur 5.5). Dessa dr sd placerade att man genom att pa
avvigningsstangen avldsa antalet cm mellan distanstradarna kan {4 en ungefarlig langd
mellan instrument och avvdgningsstang (l1angden &r lika med en konstant, ofta 1 m/cm,
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ganger antalet avlidsta cm). Denna optiska avstandsmitning anvinds bl.a. vid berdkning
(utjamning) av avvigningsmatningar. Avvagningsinstrumentet har tre huvudaxlar, se
Figur 5.18, och foljande geometriska villkor ska uppfyllas for ett justerat instrument:

e Horisontalvattenpassets (kompensatorns) axel ska vara vinkelrdit mot

vertikalaxeln, LL L VV
e Horisontalvattenpassets (kompensatorns) axel ska vara parallell med siktaxeln,
LL //SS

e Siktaxeln ska vara vinkelrdt mot vertikalaxeln, SS L VV
e Dessutom ska instrumentet vara parallaxfritt, se avsnitt 5.1.1.

=4

Figur 5.18. Till vinster huvudaxlarna pa ett avvéigningsinstrument, till hoger tva olika exempel pa tradkors
med distanstradar i en mdtkikare.

Det finns framforallt tvd huvudtyper av avvégningsinstrument, dels de med
rOrvattenpass, dels de med ett dosvattenpass och dér sedan en kompensator automatiskt
finhorisonterar instrumentet inom vissa granser. Grovhorisonteringen gors som vanligt
med dosvattenpasset. Den vanligaste kompensatorn bestar av ett optiskt system dér ett
eller flera prismor é&r fritt pendlande och som dédmpas pa olika sdtt. Ddmpningen ar
nodvindig for att mojliggora avldsning och denna kan goéras genom luftdimpning,
pneumatisk ddmpning, magnetisk dimpning eller genom vitskeddmpning. I Figur 5.19
kan vi se ett avviagningsinstrument med en kompensator.

vlll'llllllt.l”’.'"lnl‘r T
R A A A A
-y g

Figur 5.19. Avvédgningsinstrumentet Zeiss Ni 2 i genomskdrning. Kompensatorn ses i den svarta cirkeln.

Kompensatorn i Figur 5.19 fungerar sé att siktaxeln horisonteras genom att den passerar
genom prismasystemet i kompensatorn. Det finns dven andra kompensatormetoder. I
vissa fall kan kompensatorinstrument fungera sdmre dn traditionella vattenpass-

83



Kapitel 5: Matinstrument

instrument, t.ex. vid svara vindforhdllanden da kompensatorn dven med démpning
omdgjliggdr avldsning (bilden vibrerar).

Pa vissa typer av instrument finns det en planparallell glasplatta som mdjliggor métning
med lagre osdkerhet, vilken kallas for planglasmikrometer. Pa vissa modeller kan detta
tillbehor dven séttas pd tempordrt for att 6ka precisionen 1 métningarna for speciella
tillampningar. Genom vridning av en optisk mikrometer, dvs. planplattan, hojs eller
sanks hela bilden i kikaren utan att den i Ovrigt forandras. Forskjutningen av bilden
avlises pa mikrometern som kan ha olika upplosning, men som ofta ger avldsning i
tiondelar av en millimeter. I Figur 5.20 kan vi se ett exempel pd hur en sadan
planparallell glasplatta fungerar.

T
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Figur 5.20. En planglasmikrometers funktion. Pd stangen ldser vi 5,66 och pd mikrometern 83 sd
avldsningen blir 5,66 + 0,0083 = 5,6683.

Vid vanlig avvigning anvands ofta avviagningsstinger av trd, aluminium eller kolfiber
med cm- eller mm-gradering direkt pd stdngen, men vid fin- eller precisionsavvédgning
anvéands stinger dir sjdlva skalan eller skalorna ar av invar, som &r en legering med
extremt liten langdutvidgningskoefficient. De senare kan vara cm- eller 1/2 cm-
graderade och anvdnds dé tillsammans med en planglasmikrometer. Ofta finns det
ocksa pa den senare varianten tva skalor som kan anvindas for kontroll av métningen,
t.ex. for att hitta avldsningsfel, och for att minska motsékerheten. I Figur 5.21 visas
ndgra olika typer av avvigningsstianger.
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Figur 5.21. Olika typer av avvigningsstdnger: Till vinster tva vanliga trdistinger och till hoger tre
invarstdnger.
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Elektroniska avvigningsinstrument

84



Kapitel 5: Matinstrument

Det vanliga, mekaniska avvéigningsinstrumentet fick i slutet av 1980-talet konkurrens
av det elektroniska eller digitala avvigningsinstrumentet. 1 detta instrument har
avldsningen av avvagningsstangen automatiserats, dvs. anvandaren riktar instrumentet
mot stangen och avldsning av denna gors dér en sensor ersitter det méinskliga dgat.

Dessa instrument tillverkas av flera olika foretag och sjdlvklart har de olika fabrikaten
olika funktioner och arbetssitt, men huvudprinciperna dr gemensamma. Nedanstadende
beskrivning géller for ett speciellt fabrikat, men stora delar av beskrivningen dr ocksé
tillamplig for andra fabrikat.

Avvigningsstdngen har en speciell bindrkod i ett svartvitt monster (streckkod), se Figur
5.22. Bilden av en del av stangen avbildas pa en detektor i instrumentet (méalsensor) och
omvandlas till ett signalmonster. Stangens bindrkod finns lagrad i instrumentet och det
métta signalmonstret jamfors med denna. Darmed kan instrumentet identifiera var pa
stdngen avldsningen gors.

ML 1KV W AR N

Figur 5.22. Principskiss for mdtning med ett elektroniskt avvigningsinstrument. Till hoger en
avvdgningsstang med den speciella streckkoden.

Grundelementet for avvégningsstangens bindra kod &r ungefir 2 mm och den
fullstdndiga koden omfattar 2000 element och en stanglédngd av 4,05 m. Stingerna kan
vara av olika material men det &r nu for tiden vanligt med stinger i invar for
finavvégning.

Malsensorn som omvandlar bilden till elektriska signaler bestar av 256 fotodioder och
optikens Oppningsvinkel dr 2 gon. Om stangen befinner sig 1,8 meter fran instrumentet
sd avbildas 70 mm av streckkoden och pd 100 meter avbildas 3,5 meter av koden och
detta dr instrumentets “mitomrade”, avvigningsstangen far inte vara ndrmare adn 1,8 m
eller langre bort an 100 m. 80 % av den detekterade bilden maste utgdras av
avvagningsstangen och detta innebér att pd 50 m maste ungefar 1,3 m av stdngen vara
synlig. Ett annat fabrikat kraver att endast 0,15 m pa var sida om siktaxeln &r synlig,
oavsett avstand.

Fokusering och kontroll av kompensatorn gors elektroniskt. I Figur 5.23 ser vi ett
tvérsnitt av instrumentet.
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Fokusgivare
Kompensatorévervakning
Foku-
Objektiv ﬁerings-
e Maldetektor Okular

Kompensator Tradkors

Figur 5.23. Ett elektroniskt avvigningsinstrument i genomskdrning.

Jamforelsen mellan avbildad kod fran stdngen och lagrad kod gors genom korrelation.
Den lagrade koden och den avbildade streckkoden fran avviagningsstangen jamfors med
hjélp av en speciell korrelationsfunktion och vid jamforelsen gors optimering av tva
parametrar, dels hojd, dels avstand, diar hojd ar hojdskillnaden mellan instrument och
stang och avstand &r lingden mellan instrument och avvagningsstdng. Detta innebér att
forutom hojdskillnaden erhalls dven langden till stingen.

For att optimera dessa, dvs. vi maste hitta koordinaterna for korrelationsfunktionens
maximum, maste hela matomradet avsokas. Langdintervallet for omradet &r som ovan
sagts 1,8—100 m och hojdintervallet &r 0—4,05 m. Denna sokning dr mycket omfattande
sé darfor gors forst en grovoptimering och sedan en finoptimering. Den forstnimnda
soker 1 rastret efter nirmekoordinaterna for maximum, den s.k. korrelationstoppen, se
Figur 5.24, och med hjélp av fokuseringslinsens instidllning som ndrmevirde for
avstandet till stingen begransas ldngdintervallet.

gliLh)
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Grovoptimering

Figur 5.24a. Hela sokomradet med Figur 5.24b. Grov- och finoptimering
korrelationstoppen

Med finoptimeringen ska det relativa ldget for stdngbilden 1 maldetektorn bestimmas
med hogsta precision och detta gors genom fullstdndiga korrelationsberdkningar i det
mindre sokomradet (Figur 5.24b).

Instrumenten finns i olika modeller och innehaller &ven programvara for olika typer av
berdkningar direkt i falt samt har d&ven funktioner for lagring av métdata.
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5.4.2 Kontroll och justering av avvagningsinstrument

Vi ség 1 avsnitt 5.4.1 vilka geometriska villkor som maste vara uppfyllda for ett
avvidgningsinstrument. [ detta avsnitt tittar vi ndrmare pa de fel som uppkommer nér de
inte uppfylls.

Horisontalvattenpassets axel ir inte vinkelrit mot vertikalaxeln.

Man stéller in rorvattenpasset, men nir man vrider instrumentet spelar det inte langre
in. Eftersom man alltid finhorisonterar instrumentet med rorvattenpasset precis innan
varje avldsning, dvs. vid varje inriktning, s resulterar detta inte i felaktiga métningar
s ldnge horisontalvattenpassets (rorvattenpassets) axel dr parallell med siktaxeln (se
nedan). Om man har ett kompensatorinstrument, sa skdter kompensatorn denna
finhorisontering efter varje inriktning, sa samma sak giller hédr. Justering gors pa
samma sitt som for en teodolit, se avsnitt 5.1.2.

Horisontalvattenpassets (eller kompensatorns) axel ir inte parallell med siktaxeln.
Detta fel kallas kollimationsfel.

Inverkan av detta fel beror pa avstandet mellan instrument och stang. Det elimineras
genom att ha lika langt avstind till framatstdngen som till bakétstdngen. Justering kan
goras genom s.k. avvidgning fran mitten.

Stéll upp instrumentet mitt emellan tva avviagningsstinger med cirka 25 meter till varje
stang och horisontera. Lis av framéatstdngen och bakétstdngen. Berdkna hdjdskillnaden:
bakatavlasning — framatavlasning. Denna hojdskillnad maste vara fri fran kollimations-
fel eftersom vi har lika avstand till de bdda stingerna. Vi kallar denna riktiga
hojdskillnad for 4h;. Flytta instrumentet till en plats ndra bakatstangen, ungefar 2-3
meter och horisontera. Lis pa nytt av bakatstangen och framéatstdngen. Berdkna pé nytt
hojdskillnaden med de senast utférda avldsningarna och vi kallar denna hojdskillnad
for Ah>. Eftersom vi nu inte har samma siktldngder till de tvd stingerna kommer ett
eventuellt kollimationsfel att padverka de tva senaste avldsningarna. Kollimationsfelet
som pdverkar avldsningen mot bakétstingen som ligger nédra anses forsumbar och
darfor blir det totala kollimationsfelet, som paverkar avlasningen mot framatstangen, k
= Ah; — Ah2, dvs. skillnaden mellan de bada métta hojdskillnaderna.

Justering gors sedan pa lite olika sitt beroende p4 vilken typ av instrument det r. Ar
det ett instrument med fast kikare justerar man kollimationsfelet genom att med
tradkorsets justerskruvar flytta tradkorset till det korrigerade avldsningsvirdet pa
framétstdngen. For ett kompensatorinstrument justerar man kompensatorn.

Det ovan beskrivna giller dven for ett elektroniskt avvigningsinstrument men dér kan
t.ex. kollimationsfelet métas upp och lagras i instrumentet sa att alla vidare métningar
kan kompenseras automatiskt. Det dr dock viktigt att ofta médta upp felet sa att “ratt”
korrektion gors.

Forutom att avvigningsinstrumentet maste vara kontrollerat och justerat géller
detsamma for all annan kringutrustning som t.ex. avvidgningstangerna.

5.4.3 Laserinstrument

Avviagning kan ocksa goras med en planlaser, som dven bendmns laserplangivare eller
bygglaser, (Figur 5.25). Instrumentet sdnder ut en horisontell laserstrale som roterar
runt instrumentets vertikalaxel. Det horisontalplan som stralen bildar kan ses som en
horisontell linje dér den projiceras, t.ex. pa en avvagningsstang, eller detekteras med en
lasermottagare.
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Figur 5.25. En planlaser och en lasermottagare.

Instrumentet anvéinds framforallt vid utsittning i bygg- och anldggningsbranschen, t.ex.
pa en byggarbetsplats dir instrumentet genererar en referensh6jd som kan anvindas for
hojdséttning av flera samtidiga anvéndare. Lasermottagare kan &dven monteras pa
maskiner, for guidning eller styrning. Pa en del instrument gér det ocksa att stélla in
laserplanet vertikalt eller i1 valfri lutning (fall), 1 en eller tvé riktningar.

Status: Kapitlet reviderades 2021.

Tack till: Tomas Egeltoft for att ditt kompendium fatt anviandas som grund till detta
kapitel. /Bengt Andersson

Lastips: Instrumenttillverkarnas handbocker.

Bilagorna om “Kontroll och justering av geodetiska maétinstrument” 1 HMK-
dokumenten.
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6 Terrestra matmetoder

Geodetisk métning kan delas in pd flera sitt. Den mest grundlaggande indelningen é&r:

e Planmdtning: Bestdmning av ett objekts horisontella ldge m.h.a. koordinater (N
och FE) i ett plant koordinatsystem, t.ex. SWEREF 99 TM (se avsnitt 4.2.3).

o Hojdmadtning: Bestimning av ldget i vertikalled m.h.a. hojder over geoiden (H)
1 ett hojdsystem, t.ex. RH 2000 (se avsnitt 4.4.2).

Teknikomradet kan dven delas in efter hur sjdlva métningen gar till enligt:

e Terrester mdtning: Mitning utford pa marken med teodolit/lingdmaétare,
totalstation och avvigningsinstrument, se kapitel 0.

e Satellitmdtning: Satellitpositionering med hjdlp av GNSS-mottagare, se kapitel
10-0.

Mitningar kan ocksa delas in utifran syftet med dem. Tva vanliga begrepp ar dér:

e Stommdtning: Métning som syftar till bestimning av koordinater/hdjder for
stompunkter (referenspunkter), dvs. punkter som definierar sjilva referens-
systemet och utnyttjas for framtida métningar (jfr avsnitt 4.1).

e Detaljmdtning: Métning som syftar till bestimning av koordinater/hojder for
fysiska objekt, som t.ex. hushorn och fastighetsgrinser. Detaljmitning utgér
vanligen fran stompunkter.

Detaljmétningen kan i sin tur delas in i:
e [nmdtning: Syftar till att bestimma koordinater/hojder for ett fysiskt objekt.

e Utsdttning: Syftar till att markera en punkt i verkligheten vars koordinater/
hojder &r kénda. Detta kan t.ex. vara att koordinaterna for ett hus &r kinda fran
en planritning och att dessa koordinater markeras pa marken.

I detta kapitel beskrivs de vanligaste metoderna fOr ferrester mdtning. Inriktningen &r
mot detaljmitning. Darfor dr hanteringen, och beskrivningen av den, delvis forenklad.
Stommétning stéller 1 vissa avseenden hogre krav pd métning och berdkning.
Majoriteten av de metoder som beskrivs kan anvindas bade for inmédtning och for
utséttning.

6.1 Grundlaggande matstorheter

6.1.1 Koordinatsystem

Det geodetiska koordinatsystemet skiljer sig fran det matematiska. Omlopps-
riktningen, numreringen av kvadranterna och bendmningen pa koordinaterna &r olika.
Tidigare bendmndes dven de geodetiska koordinaterna x och y — fast omkastade 1
forhéllande till de matematiska, med x-axeln norrut och y-axeln Osterut. I Sverige
betecknas koordinaterna inom geodesin numera med (jfr Figur 3.1):

N = Northing, dvs. norr (uppat)
E = Easting, dvs. Oster (at hoger)

dven fast man for de dldre systemen ibland fortfarande anvédnder x och vy, t.ex. for
RT 90. [ detta kompendium kommer vi konsekvent att anvinda N och E enligt ovan. 1
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Figur 6.1 framgér koordinatsystemets egenskaper.

NA

v I

~

111 I

v

Figur 6.1. Det geodetiska koordinatsystemet. Omloppsriktningen dr medurs, utgdende frdan N-axeln. I, I1, 111,
1V dr de fyra kvadranterna. Vinklar och riktningar mdits i gon (2w radianer = 360°= 400 gon). N
(primdraxeln) bendmndes tidigare x och E (sekunddraxeln) bendmndes y.

6.1.2 Orienterad riktning (baring) och avstand

En orienterad riktning — dven benimnd bdring — motsvarar “kompassriktningen” i det
geodetiska koordinatsystemet. Den orienterade riktningen fran punkt 4 (med koordina-
terna N, E,) till punkt B (med koordinaterna N, E,; ) berdknas med den generella

formeln (kom ihag att stélla in minirdknaren pa gon):

E,—FE AE
O = arctan(%) = arctan(ﬁ) 6.1

B A

Eftersom den inversa tangensfunktionen dr definierad med en virdemingd fran —100
till +100 gon (dvs. den levererar alltid orienterade riktningar i detta intervall), maste
man halla reda pa i vilken kvadrant den orienterade riktningen ligger, se Figur 6.2, och
korrigera resultatet av berdkningen i enlighet med Tabell 6.1.

Orienterad riktning Orienterad riktning
1 4:e kvadranten 1 1:a kvadranten
Orienterad riktning Orienterad riktning
1 3:e kvadranten i 2:a kvadranten

Figur 6.2. Orienterade riktningar i olika kvadranter.

Tabell 6.1. Korrigering av berdknad orienterad riktning. For att fi korrekt virde mdste tecknen pi AE och
AN studeras och berdkningen korrigeras enligt tabellen.

AE /AN | Kvadrant ¢ (gon) Korrekt orienterad riktning
+/+ I 0<p<100 | Berdknad
+/— I 100 < ¢ <200 | Berdknad + 200 gon
—/— 111 200 < ¢ <300 | Beriknad + 200 gon
—/+ 1A% 300 < ¢ <400 | Berdknad +400 gon
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Observera att ordningsfoljden mellan punkterna 4 och B ar vésentlig. ¢, gér frén A till

B medan ¢,, gir i motsatt riktning, dvs.

@ = Qg 200g0n 6.2

dar tecknet framfor 200 gon viljs sa att ¢, hamnar i intervallet 0—400 gon. Det giller

for ovrigt generellt att alla vinklar och riktningar ska vara i detta intervall. Sa snart detta
av nagon anledning inte &r fallet, fir man addera eller subtrahera ett antal 400 gon,
vilket motsvarar rotation ett antal hela varv.

Berikningen av avstdnd ur koordinater 4r mer “rakt pd”. Avstandet mellan 4 och B ges
(enligt Pythagoras sats) av:

dy=|(Ny=N,+(E, —E,)* =JAN* +AE’ 6.3

Har har naturligtvis inte ordningsfoljden mellan A och B ndgon betydelse, men det kan
vara praktiskt att ha samma konvention for ANoch AE som vid berdkning av
orienterade riktningar.

Exempel 6.1: Infor en polar utsdttning (se avsnitt 6.2.1) ska orienterade riktningar och
avstdnd fran stationspunkten A till hushérnen 7, 2, 3, och 4 samt till bakatobjektet B
berdknas. Berdkna dven husets diagonaler.

2
B r
A
4 3
Koordinatlista:
Punkt N E Punkt N E Punkt N E
(meter) | (meter) (meter) | (meter) (meter) | (meter)
1000,000 | 1000,000 1 1012,000 | 1020,000 3 992,000 | 1060,000
1022,000 | 960,000 2 1012,000 | 1060,000 4 992,000 | 1020,000
Losning: Vi berdknar forst AN och AE
Fran | Till | AN=N 7t = N ran AE = Ery—Epan
A B 22,000 —40,000
A 1 12,000 20,000
A 2 12,000 60,000
A 3 -8,000 60,000
A 4 -8,000 20,000
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Sedan tillimpar vi formlerna for orienterad riktning (7.1) och avstand (7.3). Berdknade
riktningar korrigeras beroende pa vilken kvadrant de ligger i (tecknen pa AN och AE
enligt Figur 6.2).

Fran | Till Orienterad Kvadrant Orienterad Avstand
riktning, beriknad riktning, korrigerad | (meter)
(gon) (gon)
A B —67,988 v 332,012 45,65
A 1 65,596 I 65,596 23,32
A 2 87,433 I 87,433 61,19
A 3 -91,562 II 108,438 60,53
A 4 75,776 II 124,224 21,54

Diagonalerna blir d,, =d,, =+20% +40° = 44,72 meter.

I sanningens namn ska sdgas att de flesta minirdknare har fardiga funktioner for
omrikning mellan rektangulira koordinater och poldra koordinater, dvs. fran AN och
AE till orienterad riktning och avstdnd. (Aven den omviinda funktionen finns.) Det ér
dock litt att gora fel om man inte har ovanstdende principer klara for sig. Det
rekommenderas att man ritar en skiss dir punkterna ligger ungefarligt ritt i forhallande
till varandra. Det brukar underlétta rimlighetskontrollen.

6.1.3 Horisontalvinkelmatning

Alla métoperationer som utfors med en teodolit brukar bendmnas vinkelmdtning; 1
horisontalplanet alltsa horisontalvinkelmdtning. Fast — som redan framhallits i avsnitt
5.1.1 — sa ar det egentligen riktningar man madter, och en vinkel ar inget annat dn
differensen mellan tva mdtta riktningar. Darfor ar termen horisontalriktningsmdtning
mer korrekt.

Till skillnad mot en orienterad riktning s& dr en métt horisontalriktning inte relaterad
till koordinatsystemet. “Nollan” pa teodolitens horisontalskala &ar godtyckligt
orienterad, se Figur 6.3a. Men om man bestimmer nollpunktens orienteringsvinkel
(adldre synonym: orienteringskvantitet) sa kan de matta riktningarna orienteras, se Figur
6.3b. Det sker via sambandet:

P =0y, 6.4

dér ¢, dr orienterad riktning for objekt nr i, ¢, ar nollpunktens orienteringsvinkel och
w, dr maitt riktning mot objekt i. Vinklar kan dock beréknas direkt ur de mitta
riktningarna utan att horisontalskalan orienteras:

Bi=0,—0,=(@,+v,))—(p,+v,) =y, —y, 6.5
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N 4 Yy =0 N 4 Wy =0
D,
a) v, b) 0 2
E E
P,
v, v, 4

Figur 6.3. Forhallandet mellan mdtta och orienterade riktningar. a) visar mdtta riktningar med godtyckligt
orienterad nollpunkt. Ib) har orienteringsvinkeln @, for horisontalskalans nollpunkt bestimts, sd att mdtta

riktningar kan omvandlas till orienterade dito, enligt ekv. 6.4.

6.1.4 Vertikalvinkelmatning och dess tillampning

Vertikalvinkelmdtning — vinkelmétning 1 vertikalplanet — anvands 1 huvudsak for hori-
sontering av mitta lutande ldngder och berékning av hdjdskillnader. Hér &r termen
“vinkelmatning” helt korrekt eftersom man utgar fran en fast nollpunkt — vanligen zenit,
dvs. “rakt upp” (se avsnitt 5.1.1). Dérfor ér zenitdistans en vanlig synonym till
vertikalvinkel.

. Horisontell lingd, d
ﬂ ————————————————————————————————————— Signal

Lutande
langd, 1

distans, z

Instrument

Figur 6.4. Bestdmning av horisontell lingd ur mdtt, lutande lingd och zenitdistans.

Enkel geometri i Figur 6.4 ger formeln for den horisontella lingden d (=avstdndet)
mellan station och signal som:

d=I[sinz 6.6

dar [ ar den métta lutande ldngden och z dr zenitdistansen. Bestimning av hojdskillnader
ur vertikalvinkelmétningar kallas for trigonometrisk hdjdmétning vilket beskrivs i
avsnitt 6.3.3.

Exempel 6.2: Berdkna avstdndet mellan instrument och signal nér zenitdistansen z =
98,2345 gon och den lutande langden / = 102,654 meter.

Losning: Avstdndet = den horisontella l&ngden, och formeln 6.6 ger:
d =1sinz=102,654-sin(98,2345) =102,615 meter o
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6.2 Planmatning

6.2.1 De elementara punktbestamningsmetoderna

Den vanligaste planmitningsmetoden dr poldr mdtning. Vid tillimpning av denna
metod maéts horisontellt avstdnd (d) och horisontalvinkel (f) fran en kind punkt
(stationspunkt) mot en annan kidnd punkt (bakétobjekt) enligt Figur 6.5. Berdkningen
utgér sedan fran att den orienterade riktningen (¢) mot bakdtobjektet ér kind.

Bakétobjekt
B O« Inmiitt/utsatt detalj

~

~ P
N
-

Stationspunkt
Figur 6.5. Illustration av Polér mdtning.
Koordinatformlerna for den inmétta/utsatta detaljen blir:
N,=N,+dcos(p+ /)
E,=E, +dsin(p+ f)

6.7

Exempel 6.3: Bestdm objektet P polart fran stationspunkten 4 och den orienterade
riktningen till bakatobjektet B.

Avstindet d,, = 23,324 meter Punkt | N (meter) | E (meter)

Brytningsvinkeln f3,, = 133,5838 gon 4 1000,000 |  1000,000
B 1022,000 | 960,000

Orienterade riktningen ¢,, = 332,012 gon

Losning: Poldrmitningens formler 6.7 ger direkt
N, =1000,000+ 23,324 cos(332,0120+133,5838) =1012,000 meter

E, =1000,000+23,324sin(332,0120+133,5838) =1020,000 meter

som vi kénner igen som koordinaterna for hushorn nr 1 i Exempel 6.1.
[ ]

Utover poldrmetoden finns ytterligare ett antal s.k. elementdra punktbestdimnings-
metoder for bestimning av en nypunkt. Dessa ér:

»  Avskdrning (orienterade riktningar fran tva bakatobjekt mot nypunkten)
» Inbindning (avstand fran nypunkten till tva bakétobjekt)

» [nskdrning (tvd horisontalvinklar, egentligen tre mdtta riktningar, fran
nypunkten mot tre bakdtobjekt)

»  Skdrbindning (horisontalvinkel fridn nypunkten mot tvd bakatobjekt och ett
avstind fran nypunkten till ndgot av bakédtobjekten)
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»  Sidoskdrning (horisontalvinkel fran nypunkten mot tva bakatobjekt och en
orienterad riktning frdn nagot av bakatobjekten).

Till detta kommer ortogonal mdtning, som kan ses som tva pa varandra foljande polér-
bestamningar med en rét vinkel emellan (se Figur 6.6). Denna metod, liksom nigra av
de 6vriga, kan dven tilldmpas vid utséttning.

Kénd orienterad

Abskissa riktning

Ordinata

A

Stationspunkt Inmétt/utsatt detal;

Figur 6.6. Illlustration av ortogonal mdtning.

6.2.2 Plana geodetiska nat

Historiskt sett representerades ett koordinatsystem pa marken av markerade punkter i
ett plant stomndt. Stompunkter i plan bendmndes ofta efter det sitt pa vilket de hade
bestamts, t.ex. triangelpunkter, polygonpunkter etc.

I det dagliga arbetet utnyttjades vanligen stompunkter i bruksndt, s.k. brukspunkter.
Bruksniten knots ithop och anslots till ett 6verordnat nét, ett anslutningsndt — som
dessutom ibland utgjorde lénken till riksndtet. Denna hierarkiska indelning av
stomnéten ar funktionsanpassad.

Av miétnings- och berdkningstekniska skil fanns d4ven en mer produktionsanpassad
stomnétsindelning. Triangelndt och polygonndt ar de traditionella ndttyperna for
stomnit i plan, se Figur 6.7. I triangelnét har varje nypunkt vanligen anknytning till
minst tre andra punkter. I polygonnéten géller detta endast for nétets knutpunkter; inuti
respektive polygontdg har varje punkt normalt endast anknytning till de tva narmaste.
Polygonnit med langa sidor och fa mellanpunkter i tdgen bendmndes storpolygonndit.

Historiskt sett har riksnitet haft triangelform, som &r den starkaste ndtformen och ger
den lagsta osdkerheten i punktbestimningen. Bruksniten har varit av typen polygonnét
och betriffande anslutningsnéten finns exempel pa alla tre natformerna. Det finns dven
specialnét som t.ex. hogpunktsndt (med markeringar pa kyrkspiror och vattentorn, som
syns pa langt héll) och viggpunktsndt (med markeringar pa husviggar i en tétort istillet
for 1 marken). Hogpunktsnét kan vara bdde anslutnings- och bruksnét. Vaggpunktsnét
ar alltid bruksnit.
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a) A = Kiind punkt b)
O- Nypunkt

A = Kind punkt
(O Knutpunkt

® = Polygonpunkt inuti tdg

Figur 6.7. Exempel pd a) triangelndt och b) polygonndit.

I dag har emellertid satellittekniken (GNSS) fordndrat villkoren helt, se kapitel 10-0.
Dels anvinds satellittekniken for att bestdimma alla typer av plana stomnat, dels har den
nya tekniken i sig reducerat behovet av markerade stompunkter pad marken betydligt.
Det dr dnda viktigt att forstd “historiken” eftersom huvuddelen av den geografiska
informationen har bestimts utifran traditionella stomnét inom den hir beskrivna
hierarkin.

6.2.3 Berakning av polygontag

Polygontdg anvinds idag inte alls lika mycket som forr, men de behovs fortfarande t.ex.
for att etablera stompunkter i omrdden dér det inte 4r mojligt att méta med satellitteknik,
t.ex. 1 stadsmiljo med hoghus som hindrar sikten mot satelliterna. Vi ska nu gé igenom
hur man miter och berdknar ett enskilt polygontdg. Polygontaget ska vara varaktigt
markerat for att ingd i ett bruksnét, men kan ocksd vara enklare markerat for att bara
utnyttjas till ett speciellt projekt, t.ex. for inmétning dir stompunkter saknas. Detta
enklare markerade tig kallas detaljpolygontdg. Sattet man méter och berdknar dessa tva
varianter skiljer sig ofta inte at, men 1 den fortsatta beskrivningen forutsitter vi den
enklare typen.

Man ska forsoka fa tagen sa strickta som mojligt. Dessutom bor punktavstdnden vara
ndgorlunda lika och sérskilt bér man undvika mycket korta avstand. Riktnings-
matningen gors vanligen i tva helsatser (se avsnitt 5.1.2) och ldngderna dubbelmiits,
dvs. de mits en ging at vardera hallet. Vertikalvinklar méts ocksa och anvinds sedan
for att rakna om de mitta lutande lingderna till horisontella langder med formel 6.6,
men det berdr vi inte hér.

Berikningen sker enligt en standardiserad process i flera steg, som beskrivs i Exempel
6.4.

96



Kapitel 6: Terrestra métmetoder

Exempel 6.4: Berdkna foljande polygontag.

100
201
B
200
101
B 15
12
14
13
Kiénda punkter Miitdata
Brytningsvinklar Avstind
Punkt nr. | N E (gon) (meter)
S =129,1958 di=112,612
100 97155,652 | 85905,142 £ =192,3130 d:=91,388
S5 =175,7437 ds=92,011
101 97058,112 | 85883,098
i ’ Bs=191,1585 d=76,010
200 96961,918 | 86272,833 PBs =156,7768 ds=72,075
s =239,9952
201 96963,762 | 86448,405

Losning: Se foljande punkter och efterfoljande berdkningsblankett.

Foljande steg ingdr i tdgberdkningen [métvirden och andra siffror inom klamrarna
refererar till berdkningsblanketten]:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Fyll 1 samtliga punktnummer i den ordning de forekommer 1 taget. [100, 101,

Fyll i koordinaterna for de fyra kinda punkterna (startpunkten och ett
bakatobjekt 1 borjan och slutpunkten och ett framéatobjekt i slutet).

[N =97 058,112 m & E =85 883,098 m for startpunkten 101; N =96 961,918 m
& E =86 272,833 m for slutpunkten 200]

Fyll 1 samtliga métningar (brytningsvinklar och horisonterade ldngder).
Summan av sidlingder ger den sammanlagda tdgldingden. [Forsta
brytningsvinkeln = 129,1958 gon; forsta langden = 112,612 m]

Berdkna den orienterade riktningen i1 bodrjan och slutet av taget —
utgangsriktningen resp. anslutningsriktningen. Tank pa att riktningar alltid ska
ga framat i taget. [Utgdngsriktningen = 214,1499 gon; anslutningsriktningen =
99,3314 gon]

Rita en skiss over taget, som dr s “kartriktig” som mojligt; det underlattar
kontroller under berdkningarnas gang.

Summera samtliga brytningsvinklar, addera summan till utgédngsriktningen och
korrigera med ett lampligt antal multiplar av 200 gon. Skriv virdet inom
parentes pd raden under anslutningsriktningen. Skriv ingenting pa raderna for
orienterade riktningar dnnu! [(99,3329 gon)].
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7) Skillnaden mellan dessa tva virden, ditt virde minus det korrekta vérdet, ar
vinkelslutningsfelet f,. [ f,= 99,3329 —99,3314 = 0,0015 gon]

8) Kolla om vinkelslutningsfelet verkar rimligt; jamfor med tolerans om sddan
finns (t.ex. HMK).

9) Om allt verkar bra: Byt tecken pa detta virde och dela det med antalet bryt-
ningsvinklar v, =—f,/n sé far du vinkelforbéttringen. Skriv in den pé raden

for vinkelforbattringar framfor respektive vinkel.
[v, =-0,0015/6=-0,00025 gon]

10) Berédkna orienterade riktningar som ¢, =@, + f3,,,, +v, +200gon. Nu &r det

dags att skriva in dessa pa raden mellan berdrda punkter. Rékna dnda fram till
anslutningsriktningen och kontrollera att det nu blir exakt detta vérde.
(99,3314 gon]

11)Berikna samtliga AN =dcos¢ ochAE =dsing, dir d ér sidlingd och ¢ ar

orienterad riktning. Skriv in dessa pa raden mellan berérda punkter. [De forsta
ar -70,886 och 87,502]

12) Summera samtliga AN och AE och addera summan till respektive
utgangskoordinat. Skriv virdet inom parentes pa raden under slutpunktens
koordinater. Skriv ingenting pa raderna for koordinater d&nnu! [(96 961,930 m)
respektive (86 272,800 m)]

13) Skillnaderna mellan Dina vérden och anslutningspunktens korrekta koordinater
ger dig koordinatslutningsfelen f, respektive f,. Berdkna dven det radiella

slutningsfelet f. =+l fy' + f5 .

[ £, = 40,0127 +(~0,033)* =0,035m]

14) Kolla om slutningsfelet verkar rimligt; jimfor med angiven tolerans om sadan
finns (t.ex. HMK).

15)Berdkna i sa fall koordinatforbittringarna vy =—fy/(n=1) resp.
v, =—f;/(n—=1), dir n ar antalet brytningsvinklar och n—1 antalet mitta

langder. Skriv in dessa virden pé raden for N- och E-koordinatforbéttringar [
vy =—0,012/5=-0,0024 m; v, =0,033/5=0,0066 m]

16)Berdkna sedan de definitiva koordinaterna som N,

i+1

=N, +AN, . +vy

i,i+1

respektive E, =E, +AE,,  +v,. Nu &r det dven dags att skriva in dessa pd

raden for den punkt vdrdena avser. Rédkna &nda fram till slutpunkten och
kontrollera att det nu blir exakt dessa N- och E-vérden.

[96 961,918 m resp. 86 272,833 m]
17) Nu ar det klart!
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Mitt vinkel | Vinkelfor- AN (m) AE (m) | forbttring,
(gon) battring(gon) .
Sidlingd (m)
Punkt
Orienterad (m) E-
riktning N (m) E (m) forbattring
(gon) (m)
100 97155,652 | 85 905,142
214,1499
101 1201958 | 0,002 97058,112 | 85 883,098
1433455 112,612 70,886 87.502 0,002
12 1923130 | —0,0003 96 987,224 | 85970,607 | 4 07
135,6582 91,888 —48,819 77,847 0,003
13 1757437 | —0,0002 96 938,402 | 86 048,460 | )6
11,4017 92,011 -16,391 90,539 1 6002
14 191,1585 | —0,0003 96 922,009 | 86 139,006 | ) )7
102,5599 76,010 —3,056 75,949 0,003
15 | 156,7768 -0,0002 96 918,950 | 86214,961 0,006
59.3365 72,075 42,970 57.865 0,002
200 | 2399952 -0,0003 96 961,918 | 86 272,833 0,007
993314 (96 961,930) | (86 272,800)
| (993329 96 963,762 | 86 448,405
£3=0,0015 444596 1 120,012 | fr=-0,033
(Téglangd) £=0,035
vp=-0,00025 ww=-0,0024 | v£=0,0066
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Ett litet fortydligande till punkt 6 och 10 i Exempel 6.4. Anledningen till korrektionen
=+ 200 gon i punkt 10 beskrivs i Figur 6.8. Vid summeringen i punkt 6 maste lika manga
sadana korrektioner goras som det finns brytningsvinklar i tget.

N

+ 200 gon

Figur 6.8. Berdkning av orienterad rikining i polygontdg. I a) kan inte brytningsvinkeln adderas eftersom
den orienterade riktningen “pekar dt fel hdll”. I b) har riktningen vdnts, dvs. korrigerats med * 200 gon,
vilket gor additionen mdjlig (jfr formel 6.2).

a) b)

Det finns flera varianter av denna berdkningsmetod. Hér har t.ex. koordinat-
slutningsfelen delats lika mellan samtliga koordinatdifferenser — pa samma sétt som for
vinklar. Traditionellt har man ofta satt koordinatforbattringarna proportionella mot
respektive sidlingder (jfr Exempel 6.6 och formel 6.9), men eftersom
berdkningsmetoden i sig dr en approximation dr det enklare att fordela forbéttringarna
lika. Egentligen bor vinkel- och koordinat-slutningsfelen beréknas i ett ssammanhang
och inte i tva steg. FOr att gora detta kridvs mer avancerade berdkningsmetoder, vilka
beskrivs 1 kapitel 9.

6.3 Hojdmatning

Det traditionella séttet att bestimma hojdskillnader dr genom avvégning, men trigono-
metrisk hdjdmétning dr ocksé vanlig idag. Dessa tva metoder beskrivs i detta avsnitt.
Ocksa satellittekniken &r anvéndbar nir géller h6jdmaétning och &r ett bra och effektivt
alternativ till avvigning for manga tillampningar (se kapitel 10-0).

6.3.1 Geodetiska hojdnat

Ett h6jdsystem representeras pa marken av markerade punkter som ingar 1 ett hdjdndit;
ett stomndt i hojd. Hojdstompunkter brukar bendmnas fixpunkter eller hojdfixar.
Hojdnéten har samma hierarkiska indelning som de plana ndten: riksnét, anslutnings-
nét, bruksnit. For inmétning av stomnit 1 hojd tillimpas vanligen hdjdtdagsndit, t.ex.
avvdgningsndt, men dven trigonometriska héjdndt forekommer.

Ett avvidgningsnit bestar av ett antal avvdgningstdg, som gér mellan knutpunkter eller
kinda punkter (se Figur 6.9). Utefter tagen finns vanligen en eller flera hojdfixar. En
delstracka mellan tva fixar bendmns fixhdll. All avvigning har en mdt- eller tdgriktning
som bestdmmer tecknet pa hojdskillnaden.
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RN

Knut- Avvigningstig
punkt
Tag-

riktniry ————————— KD——\.

Fixhéll

B = Kiénd hojdfix
0 = Ny hgjdfix

Figur 6.9. Del av ett avvigningsndit.

Ett trigonometriskt hojdndt mits med trigonometrisk hojdmétning. Det har fri sikt
mellan samtliga punkter och har en nétstruktur snarlik ett triangelnét (jfr Figur 6.7a).

6.3.2 Avvagning

Avvigning utfors med hjilp av avvédgningsinstrument, som har en horisontell siktaxel
(se avsnitt 5.4). Hojdskillnaden bestims genom att tva avviagningsstianger stills upp pa
de berdrda punkterna, med avvédgningsinstrumentet mitt emellan. I instrumentet laser
man forst av den bakre stangens vérde pa skalan och dérefter den framre stingens virde.
Figur 6.10 — och dven Figur 5.17 — ger direkt avvdgningens grundsamband “bakat
minus framat”, dvs.

B=F+Ah& Ah=B-F 6.8
Mitriktning
——————————— >

Avlésning

Avlésning
bakét = B
I Hojdskillnad Ak
S

Figur 6.10. Grundprincipen vid avvéigning.

Genom successiva métningar pd detta sétt kan man med mycket liten méatosédkerhet
bestimma hojdskillnader mellan ytterligare punkter och 6ver langre avstdnd, se Figur
6.11.

Avstandet mellan fixpunkter i ett hojdnit brukar vara ungefdr av storleksordningen
500 m—1 km. Detta &r en alltfor lang stracka att méata med avvégning i en uppstillning,
avstdndet mellan bakét- och framétpunkterna i en uppstéllning bor vara maximalt 100
m. For att uppna detta introduceras flyttpunkter (fIp. 1 Figur 6.11). Avvédgningarna sker
saledes fran en fixpunkt via ett antal flyttpunkter och avslutas i ndsta fixpunkt i nétet.
Flyttpunkterna dr inte markerade pd marken, daremot ldgger man ut paddor pa
flyttpunkterna for att minimera vertikala rorelser under mitningarna. Paddan dr en
bérbar, relativt tung metallplatta med dubbar under och en rund dubb ovanpa. Den
trampas ned ordentligt 1 underlaget och sedan placeras stdngen pa den runda dubben.
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Grundutrustningen vid avvédgning blir sammantaget: ett avvdgningsinstrument, tva
avvagningsstanger och tvé paddor, vilket krdver tre personer som méter. Vid vanlig
“vardagsavvigning” (standardavvédgning) anvinds ofta avviagningsstinger av trd med
cm- eller mm-gradering direkt pd trdet. Vid finavvégning eller precisionsavvigning
anvénds invarstianger (jfr Figur 5.21).

Mitsekvensen ser ut som foljer (se Figur 6.11). Stdng 1 stdlls upp pé fixen A och stang
2 pa flyttpunkt 1. Instrumentet placeras mittemellan (lage I). Efter méitning flyttas stang
1 till flyttpunkt 2, stdng 2 star kvar och instrumentet placeras i lige II. Efter métning
placeras slutligen stang 2 pé fixen B, stdng 1 star kvar och instrumentet placeras i lage
III. Denna métning avslutar fixhallet.

Stdang 2 Stang 1

Stdang 2
Stdang 1 ‘
Sip-1 Jig lp. fA\—L
1 I B
A

Figur 6.11. Mditning av ett fixhdll, A till B, med tre uppstdillningar och tva flyttpunkter (flp).

Exempel 6.5: En mitning mellan punkterna 1021 och 1022, A respektive B 1 Figur 6.11,
kan ha f6ljande utseende 1 ett avvigningsprotokoll.

Fran | Till Bakat (B) | Framat (F) dp dr Ah AH H
(m) (m) (m) (m) (m) (m) (m)
1021 | Flp. 1 | 1,523 1,702 21 21 -0,179 | 1,959 | 25,354
Flp.1 | Flp.2 | 1,862 0,517 23 22 1,345
Flp.2 | 1022 1,796 1,003 29 29 0,793 27,313
=73 | 2=72 | 2=1,959

I bakat- och framétkolumnen skriver vi avldsningarna mot respektive stdng. [ kolumnen
dp och dr skriver vi avstdndet mellan instrumentet och bakét- resp. framatstangen. 44
ar hojdskillnaden for varje uppstéllning, dvs. 4h; = B; - F; (formel 6.8). For forsta
uppstillningen / ar 4h; = B; — F1= 1,523 — 1,702 = —-0,179 m. 4H &r den totala
strackans hojdskillnad, A4H = 24h ;= 1,959 m.

Observera hojdskillnadernas tecken; positiv hojdskillnad betyder att det lutar uppat,
negativ hojdskillnad att det lutar nedat. Om man kadnner hdjden pa 1021 kan hdjden pa
1022 beréknas, och i exemplet ovan dr denna: Hjo2> = Hjo21 + AH = 25,354 + 1,959 =
27,313 m.

Avstanden dp och dr anvénds dels for att kontrollera att instrumentet star ungefér mitt
emellan stingerna, dels for att méta avviagningsstrackans totala ldngd. Avstdndet kan
mitas genom optisk distansmdtning, som sker m.h.a. sirskilda distanstradar pa
avvagningsinstrumentets harkors (se Figur 5.18 och avsnitt 5.4.1). I exemplet &dr det
totala avstdndet bakat och framaét i stort sett lika (73 respektive 72 meter) och det totala
avstandet mellan fixarna dr 145 meter. .
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For att kontrollera métningarna kan man avvidga samma stricka tva ginger, ofta i
motsatt riktning. Detta kallas dubbelavvigning. Da erhélls tvd vérden pa strickans
hojdskillnad (med motsatt tecken), vilket ger en bra kontroll av att man inte gjort nagot
grovt fel som t.ex. en felavldsning (kan mycket litt ske vid avvéigning). Dessutom far
man ett lite battre resultat genom att bilda medelvérde av de tva hojdskillnaderna. .

Vi ska nu g igenom hur man utjimnar ett avviigningstig. Aven denna géng utgr vi
frén ett praktiskt exempel.

Exempel 6.6: Berdkna foljande avvéagningstag.

1356 w

112 1357

111

Kinda hojder Mitdata
1356 26,456 m Frian | Till | Hojdskillnad | Avstind
(m) (m)

1357 35,286 m 1356 | 111 3,538 86,5
111 | 112 2,583 132,5
112 | 113 —-1,997 101
113 | 114 -1,521 103,5
114 | 1357 6,236 81

Losning: Se berdkningsblanketten och processbeskrivningen nedan.

Matt AH Avstand Forbitt- Utjamnad Hojd Anm.
(m) (m) ringar AH (m)

1356 26,456 | Utgangspkt
111 3,538 86,5 —0,002 3,536 29,992 | Nypunkt
112 2,583 132,5 —0,002 2,581 32,573 -

113 —-1,997 101 —0,002 -1,999 30,574 -
114 —-1,521 103,5 —0,002 -1,523 29,051 -

1357 6,236 81 —0,001 6,235 35,286 | Anslutn.pkt

2AH = 8,839 2d= 2v=-0,009 (35,295)
504,5
fu=0,009

Tillvigagéngssittet ar analogt som vid polygontédgsberdkning. Féljande moment ingar:

1) Fyll i samtliga punktnummer i den ordning de forekommer i taget. [1356,
111,112...]

2) Fyll 1 hojderna for de tvda kédnda punkterna (utgdngshdjden och
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anslutningshojden). [Utgangshdjden H=26,456 m for startpunkten 1356;
anslutningsh6jden H=35,286 m for slutpunkten 1357]

3) Fyll i samtliga métningar for varje fixhdll under rubriken “Mitt AH ™.
Hojdskillnaden skrivs pa den rad som motsvarar slutpunktens nummer. [Forsta
hojdskillnaden, 3,538 mellan punkterna 1356 och 111, skrivs pd samma rad som
punkt 111]

4) Avstandet for fixhallet skrivs pa samma rad som hdjdskillnaden, men under
rubriken ”Avstand”. [86,5 m for fixhallet 1356-111]

5) Summera samtliga hojdskillnader och avstind. [ SAH = 8,839 m; Zd =504,5 m]

6) Berdkna hojden for anslutningspunkten som Utgangshdjd + LAH och skriv
inom parentes under den kéinda anslutningshéjden. [26,456 + 8,839 =
(35,295 m)]

7) Skillnaden mellan Ditt berdknade véirde och den kénda anslutningshdjden ger
hojdslutningsfelet f,,. [ f,,=32,295—32,286 = 0,009 m]

8) Kolla om hojdslutningsfelet verkar rimligt; jimfor med tolerans om sédan finns
(t.ex. HMK).

9) Om allt verkar bra: Byt tecken pa detta viarde och fordela det proportionellt mot
avstandet for varje fixhall, dvs. forbéttringarna blir

Vv, = _4u 6.9
>d
Skriv in resp. védrde under rubriken “Forbéttringar” pa den rad som motsvarar
aktuell hojdskillnad. [ v, =86,5*(=0,009)/504,5=-0,0015 ~ —0,002 m]

10) Kontrollera att Xv=—f, .

11) Berdkna och skriv in ”Utjdmnad AH” (= "Mitt AH > + “Forbittring”). [Det
forsta vardet blir 3,538 — 0,002 = 3,536 m]|

12) Berdkna och skriv in definitiva hdjder for nypunkterna (Utgdngshdjd + Z
”Utjdmnad AH ” fram t.o.m. aktuell punkt). [Punkt 112:s hojd blir 26,456 +
3,536 + 2,581 = 32,573 m]

13) Kontrollera att hdjden pé anslutningspunkten far exakt rétt véarde. [35,286 m]
14) Nu ar det klart!

Observera att berdkningen av forbéttringarna “omvént proportionellt mot fixhéllets
avstand” &r teoretiskt motiverad vid avvagning. Hér blir det dock ingen storre skillnad
pa forbéttringarna eftersom skillnaden i avstdnd mellan fixhallen dr ganska liten.

6.3.3 Trigonometrisk hojdmatning

Vid trigonometrisk hdjdmitning bestdms hojdskillnader genom métning av lutande
langd och vertikalvinkel (zenitdistans), jfr avsnitt 6.1.4 och Figur 6.4. Férdelen med
metoden &r att den gar snabbare dn traditionell avviagning och att man kan anvédnda
samma instrument (totalstation) till bade planmitning och hdjdmaitning.

Figur 6.12 ger direkt ett uttryck for hojdskillnaden mellan de markerade punkterna A
och B (AH4p), som instrumentet respektive signalen dr uppstéllda 6ver:
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Hy=H,+h+A—~h =H,+(h—h)+Icosz <
AH,,=H,-H,=(h—h)+Icosz

6.10

dar h och A, dr instrumentets resp. signalens hdjd 6ver markeringarna A4 och B.

Exempel 6.7: (Fortsdattning pd Exempel 6.1) Berdkna hojdskillnaden frén
stationspunktens markering till signalens markering om instrumenthdjden A =1,703

meter, signalhdjden s =1,324 meter, zenitdistansen z = 98,2345 gon och den lutande
langden / = 102,654 meter.

Losning: Formel 6.10 ger:
AH ,, =H,—H =(h—h)+Icosz=(1,703-1,324)+102,654cos(98,2345) = 3,225 m

Dvs. signalmarkeringen ligger 3,225 meter hogre dn stationspunktens markering. e

T

Ah=Icosz

h,- I Instrument

1
A

Figur 6.12. Trigonometrisk hojdmdtning.

Vid berdkning av trigonometrisk hdjdméitning med avstédnd ldngre &n 150-200 meter
bor hdnsyn dven tas till inverkan fran jordkrokning och refraktion.

Jordkrokningseffekten innebér att objekten ser ut att vara pa en lidgre hojd &n vad de
egentligen dr. I Figur 6.13 ser objektet i1 teodoliten ut att ligga 1 horisontalplanet,
eftersom zenitdistansen dr en rét vinkel (100 gon). Fast egentligen ligger objektet pa
hdjden &, , som alltsa blir jordkrokningskorrektionen.

Figur 6.13. Effekten av jordkrokningen vid trigonometrisk hojdmdtning.
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Ur figuren far vi m.h.a. Pythagaros sats:
R*+d*>=(R+6,)’ =R*+5, +2R6, 6.11

dir d = avstdndet och R = jordens krékningsradie. Eftersom R’ -termerna tar ut
varandra och 5_j2 ar ”forsvinnande liten” ger detta oss foljande uttryck for jordkrok-

ningskorrektionen:

2
s =L
Y-

Refraktionen orsakas av variationer 1 luftlagrens tathet (hogre tithet ju ndrmare marken
man kommer). Eftersom ljuset bryts mot normalen nér det gar fran lagre till hogre téthet
far siktlinjen den form som visas for det 6vre objektet 1 Figur 6.14. Och eftersom det
bryts fran normalen i det omvénda fallet sd far siktlinjen utseendet som for det nedre
objektet. I bada fallen blir den uppmatta zenitdistansen for liten, dvs. hojdskillnaden
blir for stor. En negativ korrektion krévs.

6.12

Vid normalt tryck och normal temperatur erhélls en siktlinje som approximativt dr en
cirkelbage, med en radie ca 7 génger jordens krokningsradie. Samma betraktelsesétt
som for jordkrokningen ger dérfor refraktionskorrektionen:

4 &/ 0144
" 2(7R) 2R 2R

6.13

Talet 0,14 ar ett standardvirde pa den s.k. refraktionskoefficienten, som beror pa
temperatur och tryck.

Skenbar ____ %"‘

zenitdistans

~a.
S~
S
~

Figur 6.14. Effekten av refraktionen vid trigonometrisk héjdmditning.
Den totala effekten av jordkrokning och refraktion blir (formel 6.12 plus 6.13):

2 2 201
5 _5 .5 014d° _d*(1-0,14)

, , = 6.14
gr =5 2R 2R 2R

I Tabell 6.2 visas nagra framridknade korrektioner for olika avstdnd. Om vi inkluderar
jordkroknings- och refraktionskorrektionerna far vi foljande kompletta formel for
trigonometrisk hojdmitning:

I*sin’ z-(1-0,14)
2R

AH ,,=H,—H, =(h—h)+lcosz+ 6.15

dar /sinz =d , dvs. det horisontella avstandet.
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Tabell 6.2. Effekten av jordkrokning 5}. och refraktion (5r. Refraktionskoefficienten dr satt till 0,14 och

jordens krékningsradie R = 6390 km.

Avstand S, 0. 0,=0,+0,
(m) (m) (m) (m)
100 0,0008 -0,0001 0,0007
300 0,007 -0,001 0,006
1000 0,078 -0,011 0,067
2000 0,313 -0,044 0,269
3000 0,704 -0,099 0,605

Exempel 6.8: Infor anldggning av en flygplats skulle kringliggande torn mitas in. En
av inmédtningarna, mot toppen av en radiomast, gav foljande resultat:

zenitdistans = 99,849 gon; lingd = 8000 m; instrumenthdjd = 1,70 m;
stationens hojd = 100 m

Berékna masttoppens hojd (R = 6390 km).
Losning: Formeln for trigonometrisk hojdmaétning (7.15) ger masttoppens hojd H,, till:

I>sin’ z-(1-0.14)
2R

H,=Hg+(h —h)+Ilcosz+

=

8000” sin”(99,849)- 0,86

H, =100+ (1,70-0)+8000co0s(99,849) +
2-6390000

~124,98 m

diar H ar mitstationens hojd. Masttoppen ligger alltsd pd 125 meters hojd, 25 meter
hogre dn stationspunkten. Av dessa 25 metrar utgor jordkroknings- och refraktions-
korrektionen 4,3 meter. Om vi inte hade gjort korrektionerna hade vi alltsa fatt att
masthdjden var 120,7 meter. Vilka konsekvenser detta fyrametersfel skulle ha fatt for
flygtrafiken gar det bara att sia om.

Ett annat sétt att forbdttra metoden — 1 stillet for att infora korrektioner — &r
korresponderande trigonometrisk hojdmditning, som innebdr att man 1 dndpunkterna
samtidigt miter vertikalvinklarna mot varandra (den enes instrument blir den andres
signal). Pa detta sitt kommer refraktionen till stor del paverka de mitta hojdskillnaderna
med omvént tecken, vilket innebér att refraktionen elimineras niar medelvarde bildas.

Status: Kapitlet reviderades 2021.

Tack till Tomas Egeltoft, Stockholm, Stig-Géran Martensson, Gévle, samt Lars Ollvik
och Jonas Gunnarsson, Lund. Era geodesikompendier har inspirerat mig, och jag har
t.o.m. knyckt négra av Era figurer och rakneexempel. Tack ocksa till Sadegh Jamali,
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Lund, for forbattring av beskrivning av polygontag i 2021-ars version. En tanke ocksa
till min eviga inspirationskélla, Professor Emeritus Arne Bjerhammar, i salig
aminnelse. / Clas-Goran Persson

Liéstips: Modern svensksprékig litteratur saknas 1 stort sett helt inom detta omrade; det
ar ju huvudanledningen till att kompendiet har tagits fram. Detta kapitel baseras till stor
del pa tidigare bocker och kompendier frin KTH och Lund, som nu utmonstras. P&
Hogskolan 1 Gévle har Stig-Goran Martenson tagit fram ett kompletterande
kompendium, speciellt for deras kurser i matningsteknik.
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7 Detaljmatning

Till detaljmdtning rdknas savil inmétning som utsittning (se inledningen pa kapitel 6).
Vid inmdtning bestams detaljers ldgen. Vid utsdttning dverfors givna punktldgen till
terrangen. De &r alltsd varandras omvindning, men en gemensam beskrivning
motiveras av att likheterna ar storre dn skillnaderna.

I detta kapitel behandlas terrester detaljmétning, dvs. sddan métning som utfors pa
marken med konventionella geodetiska metoder och instrument. Alternativa metoder &r
fotogrammetrisk detaljmétning och métning med satellitteknik (GPS/GNSS), se kapitel
10-0.

Den terrestra detaljmétningen dr i dag mindre vanlig 4n forut, men i flertalet
tillimpningar forsvarar den fortfarande sin plats. Aven ur pedagogisk synvinkel kiinns
det naturligt att ligga grunden for all detaljmétning genom en presentation av den
terrestra, ursprungliga tekniken.

7.1 Tillampningar

De viktigaste tillimpningsomrddena for detaljmétning &r kommunalteknik,
fastighetsbildning samt bygg- och anldggningsverksamhet.

Den kommunala métningstekniska verksamheten kan delas upp i basverksamhet och
drendeverksamhet. Till basverksamheten hor upprittande av storskaliga kartverk, t.ex.
primdrkartor. Detta forutsétter att det finns stomndt, varfor dven stomnétsarbete
inkluderas i den kommunala basverksamheten.

| ————— g -_ (L o i ' f = ) tepr i - P a
el RS TR R B K
i r““’ R, BT i p-./ EE

o _ard Wi E Ly
%,

g

Hj.-ﬂrtlga fan

i g ! | [|I/—
in L
| \ @ i o et
Figur 7.1. Utritning frdan en digital baskarta éver Lund. Framtagen av Lunds kommun och publicerad med
vederborligt tillstand.
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I dag har de flesta primérkartverk ersatts av kartdatabaser. Genom sadana digitala
baskartor (Figur 7.1) skapas mojligheter att frdn samma databas framstélla produkter
for vitt skilda @ndamél — med skiftande krav pa skala, utformning och detaljinnehall.
Den digitala baskartan utgér dédrigenom stommen i varje kommunalt, storskaligt
informationssystem. Forutom plandetaljer redovisas grianser for fastigheter,
samfilligheter samt planer, réttigheter och bestimmelser.

Exempel pd anvdndningsomraden for den digitala baskartan dr projektering och
byggande samt redovisning av gator och végar, tekniska anldggningar samt ledningsniit.
Bland f6ljdprodukterna kan ndmnas grundkarta, som underlag for detaljplan (Figur
7.2), och nybyggnadskarta (Figur 7.3). Den senare utgor underlag for den situations-
plan 6ver fastigheten och byggnadens ldge som i regel kravs vid bygglovsprévning.

Upprittande av grundkartor och nybyggnadskartor dr exempel pa mitningsteknisk
drendeverksamhet, liksom kompletterande inmétning samt utséttning. Arende-
verksamheten ér till stor del av karaktiren myndighetsutovning.

Utséttning av byggnader syftar till att deras form och lige pd marken ska
Overensstimma med situationsplanen — pa ritt avstand frdn grianser och 1 ratt hojd 1
forhallande till gator och VA-ledningar. Vid ldgeskontroll sékerstélls detta genom
inmétning av den fardiga grundkonstruktionens lage.

i 69332004

¥ 693300+

X e300

OBELFT A

Figur 7.2. Kartdelen av en detaljplan éver Klovsjo i Bergs kommun. Framtagen av Lantmdteriet/Metria och
publicerad med vederborligt tillstand.
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Figur 7.3. Nybyggnadskarta i Are kommun. Framtagen av Lantmditeriet/Metria och publicerad med
vederborligt tillstand.

Fastighetsbildningsverksamheten ger upphov till omfattande detaljmétningsdtgirder. I
samband med det tekniska utredningsarbetet forekommer detaljmétning for att
dokumentera hivdelinjer och byggnadsforhdllanden. Vid utséttning av byggnader eller
anldggningar pa fastigheten ar det vidsentligt att gransernas lidge &dr vil definierade 1
handlingar eller pd marken. Nytillkomna fastighetsgrinser utmérks vanligtvis i
terrdngen genom utséttning av gransmarkeringar.

Detaljmitning i anslutning till bygg- och anldggningsverksamhet utgdér i sammantaget
en avsevird volym. Forutom ren ldgesutsittning sker detaljmétning i stor omfattning
internt pa byggplatsen, for att dstadkomma passning mellan nédrbeldgna byggnads-
detaljer. Pa storre byggplatser, samt vi bro- och tunnelbyggen, upprittas vanligen
sarskilda primdrndt till stod for detaljmitningsarbetet.

7.2 Detaljmatningsprocessen

7.2.1 Grundlaggande principer

All detaljmétning relateras direkt eller indirekt till ett referenssystem. Vid geodetisk
métning sker det via markerade stompunkter i ett stomnit, t.ex. ett kommunalt bruksnét
eller ett primérnit pa en byggplats.

Ibland behover stomnidtet fOrtdtas eller pd annat sédtt kompletteras for att
detaljmitningen ska bli genomforbar. Exempel pa kompletteringar dr bestdmning av
piképunkter eller andra hjdlppunkter, detaljpolygontag samt fri station. For att
mojliggora kontroll méter man ofta in sdrskilda kontrollpunkter.

Den moderna standardutrustningen vid geodetisk detaljmétning &r en totalstation (se
avsnitt 5.3.1) och en mdtstang med prisma for langdmitning. Med totalstationen kan
horisontalvinklar, vertikalvinklar och 1ingder métas och presenteras pé en display. Den
vanligaste mitmetoden dr en kombination av poldr métning och trigonometrisk hojd-
méitning..
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Mitsekvensen styrs av instruktioner fran totalstationens fdltdator. Vid inmétning lagras
mitresultatet tillsammans med objektkoder som kategoriserar detaljerna i detaljtyper.
Vid utséttning hdmtas — pd motsvarande sétt fast omvént — wutsdtiningsdata frén
faltdatorminnet.

7.2.2 Traditionell stationsetablering

I begreppet stationsetablering ingdr bestimning av instrumentets/totalstationens lége
och orientering. Ett fel i etableringen dventyrar hela detaljmétningsuppdraget, varfor
den maste utféras med omsorg. Tre forfaranden tas upp hér: stationsetablering pa kénd
punkt, pa en piképunkt samt som en fti station.

Stationsetablering pa kidnd punkt beroérdes vid beskrivningen av den poldra metoden
(Figur 6.5) och trigonometrisk hdjdmatning (Figur 6.12) i kapitel 7. Tilldggas bor att
etableringen méste kontrolleras pa nagot sitt, t.ex. genom:

e lingdmétning mot bakatobjektet och jimforelse med motsvarande avstand
berdknat ur de kdnda koordinaterna

e vinkelmitning mot fler dn ett bakatobjekt och kontroll av att orienteringen blir
densamma

e poldr inmitning av en kind punkt, som inte har anvénts vid stationsetableringen,
samt jamforelse med dess koordinat- och héjdvérden.

Kontrollerna avser att sékerstélla att ritt utgangspunkter har anvints, att markeringarna
ar intakta samt att angivna koordinater/hdjder &r korrekta, dvs. man utfér en kontroll av
stomnétet.

Om stationspunkten inte har en kind hdjd gors en separat hojdbestimning genom
avvigning eller trigonometrisk hdjdmétning mot en, eller helst flera, hojdfixar.

Bakatobjekt

O!L . Piké

Stationspunkt

Figur 7.4. Bestimning av en piképunkt genom poldr inmdtning.

En piképunkt bestims polart fran en stompunkt (se Figur 7.4) och tillimpas nér sikt
fran en stompunkt saknas till nigra av detaljmétningsobjekten. Eftersom inmétningen i
sig ar helt okontrollerad méste en separat kontroll utforas. Den kan t.ex. ske genom att
man frén piképunkten miter in ytterligare bakitobjekt (kdnda punkter) efter genomford
stationsetablering. Alternativt kan man méta in kontrollpunkter bade fran piképunkten
och frén den station piképunkten bestamdes ifran.

Trots kontrollmgjligheterna bor piképunkter 1 mojligaste man undvikas som
stationspunkter. Detsamma giller stationsetablering med hjidlp av de elementéra
punktbestimningsmetoderna (avsnitt 6.2.1). Aven dessa ér i sin ursprungliga tappning
okontrollerade och ur denna aspekt jimforbara med pikémitning. Ett béttre alternativ
ar att tillampa fri station, som har en inbyggd mdjlighet till kontroll. Detta ar ocksa den
vanligaste stationsetableringsmetoden i dag.
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7.2.3 Fri station

Fri station (synonymer: fii uppstdllning eller fri stationsetablering) innebdr att
instrumentets ldge 1 plan och/eller hojd samt orientering bestdims genom métning fran
en fritt vald uppstdllningspunkt — med en valfri kombination av ldngd- och
riktningsmétningar, se Figur 7.5.

Vid fri station uppnar man en mindre regional osékerhet 1 stationsetableringen an vid
uppstéllning pa “kénd” punkt, eftersom den fria stationens ldge interpoleras fran flera
omkringliggande brukspunkter med samma kvalitet som en enstaka “kidnd” punkt
(interpolation dr en generell term som anvinds 1 betydelsen att man bestimmer virdet
for en storhet 1 en punkt utifran virdena fran andra narliggande punkter). Pa detta sétt
fdr man vanligen mindre motsattningar mellan detaljer inmétta fran tva fria stationer dn
mellan detaljer inmaétta fran tva kinda punkter.

Bakétobjekt Bakétobjekt

Fri
station

Bakétobjekt

Figur 7.5. Planbestimning av en fri station genom lingd- och riktningsmdtning mot tre bakdtobjekt.

En bra konfiguration av bakétobjekten och den fria stationen 6kar mojligheten att hitta
grova fel (Figur 7.6). For att upptdcka och lokalisera dessa krdvs dock overbestim-
ningar, dvs. fler mitningar dn vad som behovs for att overhuvudtaget fa ett resultat.
Och fria stationer dr normalt &verbestdmda. Fler dverbestimningar ger dessutom
mindre osdkerhet i1 stationsetableringen dven utan forekomst av grova fel.

De berdkningsmetoder som vanligen tillimpas for bestimning av fri station i plan &r
koordinattransformation och strdng utjimning.

e Koordinattransformation innebér att man méter bade langd och riktning mot
samtliga bakatobjekt. Sedan betraktar man dessa punkter (stationspunkten och
de inmatta bakatobjekten) som ett fritt koordinatsystem, som transformeras pa
bakatobjektens kidnda koordinater, se avsnitt 4.6.2. P4 sia sdtt bestdms
stationspunktens koordinater. Metoden &r robust och medger goda felsoknings-
mojligheter, med en begriansad berdkningsinsats. Nackdelen &r att en del av den
fria stationsmetodens “frihet” gar forlorad, eftersom kombinationen lingd-
/riktningsmétning inte blir valfri.

e String utjimning innebdr “elementutjimning enligt minsta-kvadratmetoden”,
se kapitel 9. Kombinationen ldngder/riktningar dr helt valfri och felsoknings-
mojligheterna goda. Aven om berdikningarna blir avsevirt mer omfattande &n
vid koordinattransformation sa &r detta i regel inget problem med dagens
faltdatorer/totalstationer. Se Exempel 9.13.

Hoéjdanslutning sker vanligen med trigonometrisk hdjdbestimning, se avsnitt 6.3.3.
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Stationshojden kan da till exempel berdknas genom att bilda medelviarde av
bestimningarna for bakatobjekten.

Sammanfattningsvis ges foljande rad betraffande fri station:

e Overbestimd fri station med god konfiguration 4r vanligen att foredra framfor
uppstéllning pa en kidnd punkt. En saddan stationspunkt kan anses vara likstélld
med de stompunkter som anvénts vid bestdmningen, vanligen brukspunkter.

e For att fa en god konfiguration for stationsetablering i planet bor bakatobjekten
om mojligt vara jamnt fordelade kring stationspunkten. Konfigurationen a) i
Figur 7.6 ger den ldgsta mdjliga osdkerhet i1 stationens koordinater och
orientering. Detta dr sérskilt viktigt om man vill markera en ny utgangspunkt
under den fria stationen for dteranvindning vid framtida métningar.

a) b) c)
B
ra u Dalig
Dilig

Figur 7.6. Bra och ddliga konfigurationer vid inmdtning av fri station.

e Om man anvénder fri station for detaljmitning ska utgdngspunkterna omsluta
detaljpunkterna. Detta krdvs for att uppna ldgsta mdjliga lagesosdkerhet for de
inmaitta detaljpunkterna. Daremot &r placeringen av den fria stationen mer fri
om den inte ska markeras for ateranvindning, se Figur 7.7.

Figur 7.7. Sd hér kan konfigurationen vara om den fria stationen (bld triangel) inte markeras for
dteranvdndning. Den fria stationens placering kan da ligga utanfor omrddet (men inte alltfor langt bort).
Det som dr viktigast hdr dr att detaljpunkterna (svarta prickar) omringas av utgangspunkterna (réda
kvadrater). (Kdlla: HMK Terrester detaljmdtning 2020).

e Riktningsmétning mot avlidgsna referensobjekt forbéttrar orienteringen.

e Vid hojdbestimning kan man vid korta siktlingder minska osdkerheten genom
direkt métning mot avvagningsstang.

e En dalig konfiguration bor kompenseras genom métning mot ytterligare objekt.
Riktningsmitning stabiliserar punktbestdmningen 1 tvérled och lingdmétning 1
langsled.
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e En extra kontroll av stationsetableringen &r att méita in ytterligare objekt, som
inte anvénts som bakéatobjekt.

e Vid planmétning bor en Overbestimning (extra maitning) per obekant
efterstravas. Detta erhdlls genom matning av lingd och riktning mot tre
bakatobjekt.

e Vid hoéjdmétning bor tvd Gverbestdimningar per obekant efterstrdvas. Detta
astadkoms genom matning av hojdskillnader mot tre utgangsobjekt.

e Anvind helst en berdkningsmetod med minsta-kvadrat-utjimning (jfr kapitel 9)
och statistisk felsokning, s att grova fel kan detekteras och lokaliseras.

e Markera den fria stationen tillfalligt pa marken. Det mdjliggdr kompletterande
maétning/kontroll om fel upptécks i en senare berdkning.

e Avsluta alltid méitningarna pé en station med en upprepad inriktning mot ett
bakatobjekt: en grov kontroll pd att ingenting hént med instrumentets
orientering under pagdende métning.

7.2.4 Inmatning

Ett fungerande féltarbete kriver en vil utford planering. Detta géller oavsett om arbetet
avser inmatning for en nybyggnadskarta eller av fastighetsgranser i samband med en
forrattning. Planeringen blir sédrskilt viktig vid inmétning av ledningar, t.ex. VA-
ledningar, 1 ”6ppen grav”, eftersom maétningen (och kontrollen av denna) da maste
hinnas med innan ledningsgraven gravs igen.

Det viktigaste vid inmétning &r att:
e Bedoma stomnitets/bruksnétets kvalitet och tdthet.
e Rekognosera ev. fortdtning.
e Vilja teknik och metoder.
e Definiera kvalitetskraven.

e Klargora detaljinnehéllet. Vilka objekt ska métas in, hur ska de klassificeras och
kodas samt vilka ovriga uppgifter (attribut) ska samlas in?

e Faststilla omfattningen av de kontroller som ska goras, se nedan.
e Genomfora ev. markering och siktrojning.

Geodetisk detaljmétning anvinds ndstan undantagslost vid inmétning for framstallning
av en kart(databas) 6ver mindre omraden, samt for komplettering vid fotogrammetrisk
framstéllning. En ytterligare form av komplettering ar ajourhdllning, dvs. kontinuerlig
justering av planbilden vid forvaltningen av kartan/databasen.

Andra tillimpningar én kart(databas)framstéllning och -komplettering &r uppréttande
av projekteringsunderlag och relationshandlingar samt métning av terrdngmodeller,
se Figur 7.8.
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Figur 7.8. Redovisning av mdtning av terrdngmodell over del av Storlien, for framstdllning av grundkarta.
Linjerna dr inte héjdkurvor utan visar var mdtningarna har utforts — med ambitionen att bdst fanga
topografins karaktdristiska drag. Framtagen av Lantmdteriet/Metria och publicerad med vederborligt
tillstand.

Mitning for terrangmodell bendmns ofta ytavvdgning, d&ven om ett planbestdmnings-
moment ingdr — vilken punkt har vilken h6jd? — och hdjdmétningen sker trigono-
metriskt. Terrdingmodellen interpoleras fram ur de inmétta punkterna. Metoden for
interpolation kan variera — t.ex. 1 rutnit eller i trianglar, med eller utan héjdkurvor och
brytlinjer.

Sett 1 ett langre tidsperspektiv har avvédgning anvints for detaljmétning 1 hdjd. En detalj
avvdgs 1 den punkt som definierar dess hojd, t.ex. vattengangen i en brunn eller
overkanten pa ett trapplan. Ytor avvidgs i brytpunkter, dvs. dir lutningsforéndringar sker
— alternativt 1 skdrningspunkterna i ett teoretiskt rutnat, s.k. rutavvigning (se Figur 7.9).
Ytavviagning har dock i1 dag ndstan helt ersatts av métning med totalstation
(takymetrering), alternativt terrester laserskanning (se kapitel 1).

13|23 13|57 13186 14|20 13|95
13[ 63 1376 14|13 14|23 14|03
13|79 13199 14|37 13190 13|85

Figur 7.9. Redovisning av en rutavvdigning. Hojdvdrdena skrivs i direkt anslutning till det rutnditskryss som
hojden avser. I figuren fungerar krysset som “decimalkomma”. Rutnditet stakas ut pd marken innan
avvdgning sker.

116



Kapitel 7: Detaljmétning

7.2.5 Utsattning

Av praktiska skél utfors vanligen plan- och hdjdutséttning var for sig, dven om
utvecklingen gér mot samtidig utséttning.

I forberedelserna vid utséttning (av t.ex. en husgrund eller fastighetsgrianser) ingar bl.a.
att:

e Tareda pa vilka ritningar och 6vriga handlingar som &r géillande.
e Kontrollera hur métt har angetts.

e Undersoka vad byggnadsbeskrivningen anger avseende utsittning — t.ex.
ovre grianser for métosédkerheten, s.k. toleranser.

e Utvidrdera stomnitets/primérnétets kvalitet och skick.
e Klargora kraven pad dokumentation och befédstning/markering.
For sjdlva utsdttningsmomentet giller:
e Sitt ut detaljer med hoga krav pa inbdrdes lage fran samma station.
e Vilj en metod som matchar kvalitetskraven.

e Bedom vilka konsekvenser en felutsdttning kan fa och vilj kontrollinsatsen
i relation till denna.

Exempel 7.1: T Exempel 6.1 berdknades orienterad riktning och avstind till fyra
hushorn. Detta &dr inget annat dn poléra utsittningsdata for huset ifraga. Vid utsattningen
riktas teodoliten/totalstationen in mot bakatobjektet och den orienterade riktningen frdn
stationspunkten till bakatobjektet stills in pa sitt berdknade varde (332,012 gon). P4 sa
satt kommer de orienterade riktningarna for hushdrnen att direkt kunna stéllas in pa
instrumentets horisontalskala, och sokas upp i1 den riktningen m.h.a. de berdknade
avstanden.

Efter utsédttning kan husets form kontrolleras genom méitning av de tva diagonalerna,
som ska ha rétt viarden och vara lika. Om dessutom avstindet till bakéatobjektet méts
kan man kontrollera att man har identifierat ritt bakatobjekt och att avstandet inte har
foréndrats, t.ex. p.g.a. att markeringarna har rubbats.

Rent tekniskt utfors utsdttningen normalt 1 tva steg: grovutsdtining foljd av
finutsdttning. Efter grovutsittningen kan en markering anléggas.

Ett bra arbetssitt dr att utnyttja inmétning i finutsattningsskedet: inméitning, justering,
ny inmétning, ny justering o.s.v. tills inméitta data dverensstimmer med utsdttnings-
data. Metoden bygger pd att inmédtning definitionsmissigt d&r mindre osdker &n
utséttning.

Utséttning i hojd innebér att man marker ut olika detaljers ldge 1 hojd. Hojden anges
normalt med flukt eller pa annat 1ampligt sitt. Linjeavvdgning — métning av hojdtag —
gors ldngs langstrackta objekt, t.ex. vdgar och jirnvigar. Sedan utgdngslinjen har satts
ut hojdsitts profiler och tvdirsektioner.

Inom bygg- och anldggningssektorn gors dven avvigning med plangivare, t.ex. en
bygglaser (se avsnitt 5.4.3). Instrumentet genererar ett horisontellt plan, men vissa
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modeller medger dven instédllning av lutande plan. Avldsningen kan goras direkt pa en
avvigningsstang, men som regel anvinds en detektor som kénner av laserstralen.

7.2.6 Kontroll

Att kontrollera instrument, métningar och resultat ingér som en sjdlvklar del i méitnings-
arbetet. Flera metoder och tillvigagangssitt har redan kort diskuterats, t.ex. for stations-
etablering, men d&mnet “kontroll” tas har upp pa ett mer systematiskt vis.

Tva huvudtyper av kontroll kan urskiljas: Férebyggande kontroll sker under arbetets
gang. Konstaterande kontroll avser slutresultatet. Kontrollmétning bor alltid utforas
med en metod som har en ldgre mitosdkerhet an de matningar som ska kontrolleras.

Med avseende pa omfattningen skiljer vi pd delkontroll och allkontroll. Delkontrollen
utfors efter 1 forsta hand tre principer: stickprovskontroll, procentuell kontroll och
statistisk kontroll.

Egenkontroll avser den kontroll som utforaren av arbetet gor. Resultatet redovisas till
bestillaren, men denne kan dven gora egna kontroller, bestdllarens kontroll. Ofta
upprittas sarskilda mdtkontrollprogram som en del av ett métuppdrag.

All kontroll bygger pa 6verbestimningar, t.ex. dubbelmitning av langder, aterbesok pa
samma detaljpunkt, inmétning fran tvé hojdfixar, inmétning av redan kinda punkter etc.

Vid detaljmitning dr vanligen den lokala Overensstimmelsen viktigast — t.ex. att
nérliggande detaljer ligger rétt i forhdllande till varandra, att hus har rétt storlek och ér
rektanguldra etc. Detta kan kontrolleras genom separat ldngdmaétning (avstind mellan
byggelement, fasadmaétt, jimforelse mellan de bada diagonalerna i en utsatt byggnad
etc.).

For kontroll och justering av instrument finns anvisningar i kapitel 0. Men dven om all
utrustning dr vél fungerande sa &r det viktigt att komma ihag att vid detaljmétning &r
det oftast mojligheten att definiera en detalj som avgdér mitosdkerheten, inte instru-
mentet eller sjdlva matningen. Vigkant, hdck och trdd dr exempel pa objekt som inte
har nagon sjélvklar och distinkt definition vid inmétningen.

7.2.7 Markering

Som utgéngspunkter vid detaljmitning anvinds oftast stompunkter. Som vi redan har
sett kan det dock ibland bli aktuellt att markera tillfalliga hjélp- och kontrollpunkter.
For sddana punkter géller i allménhet att de bor kunna markeras snabbt och enkelt och
far vara av en enklare markeringstyp dn stompunkter.

I bygg- och anldggningsprojekt sker inmétning och utsittning av detaljpunkter fran
primdr- och sekunddrpunkter, dvs. punkter i primérnétet eller en fortitning av detta.
Sadana byggplatspunkter ska vara varaktiga for den tid som byggnadsprojektet pagar.
Markeringen kan vara av en tillfdllig karaktér, men méste vara vl definierad. Punkterna
bor placeras och markeras med omsorg eftersom de utsitts for stor skaderisk under
byggnadstiden.

Detaljpunkter dar ldgesmarkeringar for byggnadsdelar eller komponenter inom bygg-
och anldggningsverksamhet. Dessa punkter kan markeras pa det exakta laget eller
placeras strax invid komponenten for att utgéra underlag for kontroll efter montage.
Valet av markeringssétt paverkas bl.a. av den kvalitet som krévs vid utsittningen.

I dokumentet HMK-Markering behandlas samtliga punkttyper vad géller markering,
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markeringssatt, identifiering, sdkerstillande och punktbeskrivningar. Dessutom
beskrivs kontroll, underhall, borttagande, aterutsittning samt skydd och arkivering.

7.2.8 Matningsanvisningar

Vid detaljmitning dr det viktigt att rdtt punkter mits in. Vid t.ex. inmétning av
geodata till kommunala bas- och primérkartor géller att den som utfor méitningen vet
vilka punkter som ska métas langs végen, kring byggnaden etc. och som ska redovisas
1 databaserna och 1 kartorna. For att sikerstélla detta uppréttas métningsanvisningar
som innehaller uppgifter om vad som ska mitas in, bade i1 plan och hojd, se Figur 7.10
som beskriver hur en byggnadsanldggning ska maétas in. Det finns
méitningsanvisningar pa bdde kommunal och statlig niva; for narvarande (2021) héller
Lantmaéteriet pé att ta fram nya métningsanvisningar som en del i de nationella
specifikationerna av geodata.

Figur 7.10. Beskrivning av hur en viss typ av byggnadsanldggning ska mdtas in. I bilden identifieras att det
dr overkantens geometri som ska redovisas i databasen, och sdledes mdtas in. Kdlla: Lantmdteriet.

7.2.9 Dokumentation

Ett detaljmétningsprojekt omfattar oftast flera stegvisa aktiviteter, som var och en
producerar ndgon form av resultat. Inmétningen ger mitdata, som efter berdkning ger
koordinater/héjder for lagring i en databas. Fore en utsittning berdknas utsdttnings-
data. Vid efterfoljande kontrollmétning produceras méitdata. Ur dessa kan sedan
kontrolldata berdknas.

Dokumentation av inmétning behdvs for berdkning, kvalitetsmarkning och kartering.
Maitdata bor atminstone sparas tills projektet dr avslutat, eftersom omberdkningar kan
behova goras. Vidare ar féltarbetet ofta det mest kostsamma steget 1 kedjan.

Obearbetade métdata dokumenteras sé att vidarebearbetningen senare kan goras utifran
dessa. I de fall berdkningen sker redan i filt, bor 4nda obearbetade data dokumenteras,
for att mojliggdra senare nyberikning. Aven underlag for kartdatabas uppbyggnad
lagras 1 miadtdatafilen, liksom alfanumeriska uppgifter av olika slag (ansvarig,
instrument, metod, tidplats etc.). En bearbetad fil, dér alla data dr oférdndrade men
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innehallet uppstillt pa ett mera lattlast sétt (protokollsfil), &r en dnnu battre dokumenta-
tionsform vid redovisning.

En berdkning bor dokumenteras sd att berdkningsgdngen kan rekonstrueras, t.ex.
utgangspunkters koordinater, anvdnda berdkningsprogram, referenssystem m.m. I
tillaimpliga delar géller detta ocksa berdkningar i samband med utsdttning.
Utséttningsdata kan t.ex. redovisas i form av koordinater samt beskrivningar av
linjeelement med kurvparametrar. Kontrolldata kan vara avvikelser i plan och hgjd,
mellan punkters teoretiska och kontrollmétta lagen etc.

Sammantaget &r det viktigast att spara den information som behdvs for
kvalitetsmdrkning av data och framtagning av metadata (”data om data”). Till exempel
sparas anvénd teknik och tilldimpade metoder, samt uppgifter om méatosdkerheten.

Ovan har 1 huvudsak dokumentation av geometrin (objektens ldge och form) berorts. I
samband med geodetisk méatning finns det ocksa stora mdjligheter att samla in andra
objektbeskrivande data, s.k. attributdata. 1 geografiska informationssystem (GIS) ér
ofta sddana uppgifter den viktigaste delen — som med fordel kan samlas in vid
mattillfallet, eftersom man da befinner sig pa platsen.

Ett detaljmétningsprojekt regleras 1 dag ofta av ett arbetsprogram — ett bestéllare-
/utforarekontrakt eller dylikt — dir ambitionsnivén vad giller dokumentationen anges.
Men naturligtvis dr dokumentation i en egenregiverksamhet lika viktig; man glommer
fortare &n man tror och problem kan dyka upp langt efter det att projektet har slutforts.

7.2.10 Berakning av arean av en polygon

I flera detaljmétningstillimpningar behdver man berdkna arean av en polygon. Detta
kan t.ex. vara berdkning av arean av en byggnad eller en fastighet. For att berdkna arean
pa polygonen (a) anvédnds Gauss areaformel:

1 n
a:EZNi(EHI_Ei—I) 7.1
i=1

dér n ar antalet brytpunkter.

Formel 7.1 forutsétter att punkterna i polygonen dr numrerade medurs (se Figur 7.11).
Vidare maste forsta och sista punkten ha dubbla beteckningar. Detta fis genom att
addera beteckningen n+/ till forsta punkten och beteckningen 0 till sista punkten. Detta
ar ett krav for att indexeringen ska vara korrekt i summationen i formel 7.1.

N

5 (0)

1(6)

E

Figur 7.11. Polygon med 5 brytpunkter. Punkterna dr numrerade i enlighet med kraven for formeln for
areaberdkning (formel 7.1).
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Exempel 7.2: Berdkna arean for polygonen i1 Figur 7.11 dér brytpunkterna har
koordinatvérden enligt tabellen nedan:

Punktnummer | N (m) | E (m)
1 (6) 5,0 9,0

2 2,0 5,0

3 6,0 1,0

4 9,0 4,0

5(0) 8,0 8,0

For att berdkna arean anvinds formel 7.1. Da erhalls:

a:%[5,0*(5,0—8,0)+2,0*(1,0—9,0)+6,0*(4,0—5,0)+9,0*(8,0—1,0)+

+8,0*(9,0—4,0)]:%[—15—16—6+63+40]:33m2

Svar: Arean pa polygonen ir 33 m?.

7.3 Detaljmatningens utveckling

I dag sker en stor del av den detaljmétning som utfors pad marken — dvs. undantaget
fotogrammetrisk métning — med GPS-/GNSS-teknik (se kapitel 10-0) eller en
kombination av satellitteknik och terrester detaljméatning. Den dominerande metoden &r
RTK-mitning, ndrmare bestamt ndtverks-RTK; se dven avsnitt 11.4.

Nétverks-RTK-anvindarens utrustning bendmns rover, se Figur 7.12. Den utgors av en
miétstang forsedd med satellitmottagare och antenn, mobilt internet eller radiomottagare
samt faltdator. Med rovern kan sdvil inmétning som utséttning utforas. Matresultatet
lagras och utséttningsdata beréknas i féltdatorn. For att minska métosékerheten anvinds
korrektioner som sdnds ut fran ett aktivt referensndt, som t.ex. det svenska
referensstationsndtet SWEPOS® (Figur 11.3).

Osikerheten vid denna typ av métning ligger pé centimeternivd, och en stor fordel ar
att anvindaren endast behdver en satellitmottagare (det aktiva referensnétet star for de
ovriga). Metoden dr ocksa mycket effektiv ur produktionssynpunkt eftersom métningen
sker direkt mot referensstationsndtet och inte via stom- eller hjdlppunkter. En nackdel
ar att det kravs fri sikt till satelliterna, vilket kan vara ett problem i tatort eller i skog.
Genom komplettering med annan teknik kan dock problemet reduceras.

En néraliggande kombination &r att bestimma bakétobjekten med GPS/GNSS och
utfora bestimningen av den fria stationen och detaljmétningen med totalstation. Det
utnyttjar dock inte satellitteknikens fordelar fullt ut, varfor en annan kombination har
lanserats pa senare tid. Den bendmns RUFRIS: Realtidsuppdaterad fri station.

Vid RUFRIS idr rovern dven forsedd med ett prisma for lingdmitning. Under
stationsbestimningen méter totalstationen mot rovern (riktningar och ldngder)
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samtidigt som rovern méter mot satelliterna. Genom att flytta runt rovern — punkt for
punkt — runt totalstationen far man sd sméningom dels ett ganska stort antal bakéatobjekt,
dels en vélbestimd fri station genom konventionell inmédtning mot dessa objekt.
Detaljmétningen kan sedan ske alternerande med den ena eller den andra tekniken,
beroende pé sikthinder, vad som gar snabbast och &r mest praktiskt.

Vi kan saledes se att utvecklingen i detaljmitningen gar mot mer anvindning av
realtidsbaserade GPS/GNSS-metoder, med eller utan komplement av totalstation.
Samtidigt framfors synpunkter pa att dessa satellitmetoder inte nar upp till de
kvalitetskrav som stills i flera detaljmatningstillimpningar. Det finns inga enkla svar 1
debatten om GPS/GNSS-metodernas tillforlitlighet. Darmed stills hoga krav pa att de
personer som utfor detaljméatning dr vil insatta 1 att den tekniken de anvander uppfyller
kvalitetskraven for deras tillampningar.

+

1 |’ | |

Status: Kapitlet reviderades 2021.

Tack: Eftersom gamla HMK-Detaljmitning har varit utgdngspunkten for kapitlet vill
jag rikta ett stort tack till Bengt Andersson, Lantméteriet, och Hans Holm, WSP Group,
som ansvarade for framtagningen av detta dokument. / Clas-Gdran Persson

Listips: Den intresserade rekommenderas att ldsa relevanta HMK-dokument, vilka kan
hittas pa Lantmadteriets webbsidor.
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8 Matosakerhet

Ingen mitning &r felfri; samtliga métoperationer dr forenade med en viss mdtosdkerhet.
I detta kapitel studerar vi ndgra enkla exempel frdn statistiken och den geodetiska
berdkningstekniken. Exemplen gar samtliga ut pd att f4 kontroll pa méatosikerheten, sa
att den kan presenteras tillsammans med métresultatet. Den blir darfér en sorts
kvalitetsdeklaration som alltid bor folja med i redovisningen.

Det finns ett flertal olika terminologier for att ange mitosakerhet. I detta kapitel, och 1
kompendiet for 6vrigt, anvinds GUM-terminologi. For Er som dr vana vid dldre svensk
terminologi inom geodesi finns en jamforelse 1 avsnitt 8.8.2 och for Er som &r vana vid
terminologin inom matematisk statistik finns en jimforelse i avsnitt 8.8.3. Det
rekommenderas att ni studerar dessa avsnitt parallellt med att termer introduceras i detta
kapitel.

8.1 GUM
8.1.1 Historik

Beskrivningen 1 kapitlet foljer konceptet ”Guide to the Expression of Uncertainty in
Measurement”, forkortat GUM. Arbetet initierades av Internationella byrén for matt
och vikt” (BIPM) och resulterade i ett embryo till GUM ar 1980. Arbetet med guiden
har sedan pégatt i flera omgéngar och under flera huvudmén. Nuvarande version
”JCGM 100:2008” forvaltas av konsortiet ”Joint Committee for Guides in Metrology”
(JCGM), dér bl.a. det internationella standardiseringsorganet ISO ingar.

Geodesin och den geodetiska métningstekniken har statt litet utanfor GUM-arbetet. 1
motsats till andra branscher hade man redan en fungerande hantering i dessa fragor. Till
stor del berodde det pa att Carl Friedrich Gauss, som var geodet, hade lagt grunden till
behandlingen av maétdata genom innovationerna normalférdelningen och minsta-
kvadratmetoden (MK-metoden) redan runt sekelskiftet 1700/1800.

Vi kommer hidr att anta att vara matningar dr normalfordelade och MK-metoden
kommer att vara ett viktigt verktyg i vdr dataanalys — sa langt 1 enlighet med Gauss —
men terminologin kommer att folja GUM. I dag finns det ndmligen all anledning att
tillimpa GUM &dven inom geodesin, eftersom enhetlighet och standardisering blir allt
viktigare nér granserna mellan olika branscher och discipliner suddas ut. Ta t.ex. GPS
— som borjade som en teknik inom navigation och geodesi, men som nu &r
vardagsteknik for alla.

8.1.2 Grundfilosofi

Skillnaden mellan GUM och synséttet inom geodesin — ja inom hela den traditionella
matematiska statistiken — &r alltsd till stor del terminologisk (se avsnitt 8.8.2 - 8.8.3).
Det finns dock @ven en olikhet i grundfilosofin.

Tidigare rorde diskussionen mdtfel och felanalys 1 stéllet for osdkerhet och
osdkerhetsanalys. Nar man pratar om fel innebédr det att man relaterar sina métningar
till motsvarande sanna viarden. Problemet &r att man i princip aldrig kan hitta dessa.

Osékerhetsbegreppet utgar darfor endast fran observerbara data (eng. “measurands”).
Mitosédkerheten dr — enligt GUM — en parameter “som dr forbunden med maétresultatet
och som kénnetecknar spridningen av véirden som rimligen kan tillskrivas
métstorheten”.
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Denna grundfilosofi grundar sig pa att man vanligen fir noja sig med att dra slutsatser
ur sina egna matningar — alternativt med hjélp av osékerhetsméatt som ndgon annan har
tagit fram tidigare (osdkerheten i en viss metod, en viss typ av instrument etc.). Darfor
skiljer GUM dven pa bestimning av mitosédkerhet enligt Typ A4 eller Typ B:

e Typ A: Mitosdkerheten bestams utifrin det egna mitresultatets variation.

e Typ B: Alla andra sitt att bestimma maétosékerheten, t.ex. resultat frdn andra
maétningar eller virden tagna fran handbdcker, kalibreringsbevis etc.

Observera att klassificeringen avser sittet att bestimma maétosékerheten. Osdkerheterna
som sddana har inte olika karaktir och ingen av typerna dr “’bittre” dn den andra. Det
forekommer dven blandningar av Typ A och Typ B.

8.2 Standardosakerhet

Den allra enklaste typen av statistiska skattningar dr att berdkna medeltalet av
upprepade méatningar av en och samma storhet. Upprepningarna (6verbestamningarna)
gors dels for att kontrollera och forbittra métresultatet, dels for att kunna skatta
mitosdkerheten. I GUM anvdnds den traditionella standardavvikelsen som
osédkerhetsskattning, men den bendmns standardosdkerhet (alt. standardmditosdkerhet
eller standardiserad mdtosdkerhet).

I matematiska formler far vi foljande samband for n st. upprepade métningar av den
sOkta storheten x.

Skattning av x:

L=1 7.2

i=1

X =

S |~

Standardosdkerheten i en enskild métning:

n

) = - 2 7.3
" \/< _DZ( 2l \/< n”

“Taket” pd X betyder “en skattning av x” och strecket ovanfor I betecknar medeltal.
v, bendmns forbdttring, dvs. det virde man maste ldgga till respektive métvérde for att

det ska dverensstimma med det skattade virdet (i detta fall medeltalet). Det &r just
kvadratsumman ZVI.Z som minimeras vid skattning enligt minsta-kvadratmetoden.

Standardosdkerheten anges vanligen med tva signifikanta siffror.

Av skil som kommer att framga senare betecknar vi det osdkerhetsméatt som baseras pa
den minimerade kvadratsumman med u,, dvs. 1 vart fall:

L%
O G &

Beteckningen u} = u” (/) anvénds for standardosékerhetens kvadrat (varians).

7.4

Exempel 8.1: Berdkna medeltal och standardosdkerhet for foljande maétserie (enhet
meter):

3,2592 3,2516 3,2421 3,2580
3,2649 3,2696 3,2501 3,2597
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Losning: Medeltalet /= 3,2569 m; standardosdkerheten (i en enskild maétning)
u, =u(l)=8,7260 = 8,7 mm; antalet dverbestimningar= 8 - 1 =7.

Standardosdkerheten dr hédr av Typ A eftersom skattningen gors utifrdn egna data. Gor
Dig bekant med Din minirdknare si att Du snabbt och enkelt kan géra denna typ av
berdkningar!

8.3 Vad ar en matning?

Innan vi gar ldngre i utldggningen om madtosdkerhet bor vi rimligen stdlla oss
grundfragan: Vad dr en métning? Vanligen ér ju forhallandena nagot mer komplicerade
an 1 foregdende avsnitt. GUM uttrycker svaret pa foljande satt.

En mditstorhet uttrycks 1 ett mdtetal och en enhet. Vid mdtning bestims mitetalet och
vi far ett mdtresultat. Ofta ingér flera métoperationer i berdkningen av maétresultatet.
Sambandet mellan métstorheten x (utstorheten) och instorheterna 1,,1,,1,,.. kan skrivas:

x=f(l, 00,0 7.5

dar x,/,L,1,,..... ar matta eller berdknade storheter. Dessa storheter bildar ett
mdtsystem, se Figur 8.1.

\

. >
—
Instorheter Mitsystem Utstorhet

Figur 8.1. Ett mditsystem.

Exempel 8.2: Hojdskillnaden (utstorheten/mitstorheten) vid  trigonometrisk
hojdmétning bestdms ur (instorheterna) instrumenth6jd, signalhdjd, ldngd och
vertikalvinkel. I den ”svarta lddan” finns formlerna som anger sambandet mellan in-
och utstorheterna, jfr avsnitt 6.3.3 och formel 6.10.

8.4 Sammanlagd standardosakerhet

Den sammanlagda standardosdkerheten ar i princip en tillimpning av lagen om
fortplantning av mdtosdkerhet pé funktionen 7.5. Denna ”lag” lyder

u>(X)=cu’ () +cu’ (L) +ciu’ (L) +..... 7.6

. ) o
och de partiella derivatorna c, = Y penimns kénslighetsfaktorer.

u,(x) dr beteckningen for den sammanlagda standardosikerheten i skattningen av x,

dér c star for “combined”. Den tenderar till att vara av Typ B, men kan vara av Typ A
om alla storheter bestdms ur mitmaterialet.
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Exempel 8.3: Bestim den sammanlagda standardosdkerheten for ett medeltal och
tillimpa detta uttryck pd métserien i Exempel 8.1.

_ 1
Losning: Ur formeln for medeltal / = —Zl[ far vi att samtliga kénslighetsfaktorer blir
i=1
o1

¢, =—=
ol, n
Enligt formel 7.4 giller i detta fall att u, =u(/) for alla matningar, och formel 7.6 ger

uf(l_) =/ n) u; +(1/n)’u; +(1/n)’up +....=n(l/n)’u; =u, /' n
dvs.
u(l)=u,/ Jn
For métserien 1 Exempel 8.1 innebir det att
u,(1)=8,7260/~/8 ~3,1 mm (Typ A)
.

Eftersom detta dr en sd vanligt forekommande storhet sa utesluter man vanligen c:et 1
formeln, dvs.

u(y=u(l)/~n=u, /In 7.7

och ger uttrycket den mer kortfattade bendmningen medeltalets standardosdkerhet.
Skilj alltsa pa den enskilda métningens standardosédkerhet och medeltalets standard-
osdkerhet! Ofta — men inte alltid — dr det den senare som &r av storst intresse.

P& motsvarande sitt far man standardosikerheten for differensen mellan tva méatningar
med samma standardosikerhet u(/) =u, till:

ulll, =) = (2 + (=170 =22 =u,2 7.8

Och vidare standardosékerheten for summan av n st. mdtningar (med samma
standardosékerhet) till:

ul, +1 + oot 1) = ()22 + (102 4.t (D2 = i =upln 7.9

En ndgot mer komplicerad situation askadliggors i1 foljande exempel.

Exempel 8.4: Bestim den sammanlagda standardosdkerheten for arealen av en
rektanguldr dgofigur pa 30x20 meter om standardosdkerheten i métningen av lingd och
bredd bada dr 20 mm. Samtliga vinklar i figuren forutsétts vara rita.

Losning: Matsystemet blir: Arealen = Lingden x Bredden < A=LB. Mitosékerheten
skattas av standardosékerheterna u(L) =u(B) =20 mm.

600 kvm 20 m

30 m
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Vi far kénslighetstaktorerna:
A A
cl=5—=B; czzé—:L
oL OB
som genom tilldmpning av lagen om fortplantning av matosdkerhet (9.5) ger den
sammanlagda standardosékerheten for arealen till:

u, (@) = /B> (L) + u’ (B) = /207 -0,02% + 30> -0,02> ~ 0,72 kvadratmeter
Den relativa standardosdkerheten blir alltsa 0,72/600 = 0,12 %. Osékerhets-
skattningarna dr av Typ B, eftersom vi utgér fran pa forhand givna standardosikerheter.

8.5 Matningar med olika vikt

Hittills har vi bara hanterat situationer dir mitningarna (instorheterna) forutsétts ha
samma osdkerhet. Om sé inte &dr fallet brukar man inf6ra vikter, som ett medel att ge
olika métningar olika stort inflytande pa slutresultatet. Ett enkelt, vélkint exempel ar
viktat medeltal:

n n

- ph+plL+...+pl
l = = pili / pi 7.10
’ Do Pyt P, Zl ;

dar p, anger vikten for den i:te métningen, /.. Eftersom vikterna ar olika kan inte en

enda standardosikerhet anges, som géller for alla enskilda métningar. I stéllet infors
viktsenhetens standardosdkerhet:

uP:\/ﬁzpi(l_}’_li)z :\/LZ:I’M2 7.1
— L=l i=1

n—14

dvs. standardosédkerheten for en métning med vikten ett, p, =1. Som antyds 1 formelns
sista led dr det hdr kvadratsumman Z pv,. som minimeras vid minsta-

kvadratberdkningen (jfr avsnitt 8.2).

Det viktade medeltalets standardosdkerhet ges slutligen av:

u(l_,,)=u,,/ /Zpi 7.12
i=l1

En lamplig kontroll kan vara att sitta in p, =1 for alla méitningar i formlerna 8.9 —8.11
och konstatera att vi da far motsvarande formler (8.1, 8.2 och 8.6) for det “vanliga”
medeltalet, dvs. [, u(l) och u(l). Dirmed har vi ocksd fatt forklaringen till
beteckningen u,, i formel 7.4 — och dérfor anvinder vi fortsattningsvis formlerna i detta
avsnitt generellt; vanligt (enkelt) medeltal ju bara ar ett specialfall av det viktade, dar
alla vikter &r lika med ett.

Exempel 8.5: Berdkna hojden pa fixpunkten 500 ur féljande avvdgningar. Anviand
vikter omvint proportionella mot taglingden. Berdkna dven hdojdbestdmningens
standardosékerhet.
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200

400
Fran | Till | Taglingd (km) | Vikt | Hojd pa fix nr 500 (meter)
100 | 500 2 0,500 14,354
200 | 500 3 0,333 14,360
300 | 500 4 0,250 14,353
400 | 500 6 0,167 14,351

Losning: Det viktade medeltalet av de fyra bestimningarna ger foljande skattning av
hdjden pa fix 500:

. T 0,500-14,354+0,333-14,360+0,250-14,353+0,167 14,351 _
Xo-r 0,500+ 0,333+0,250+0,167
=14,355meter

Viktsenhetens standardosédkerhet berdknas enligt formel 7.11 som:

U, = \/nl lzp,.vf = \/ﬁ[o,soo-(—l)z +0,333-(+5)° +0,250-(=2)’ +0,167-(-4)’ | ~
D& _

~2,041 mm
Det ger, enligt formel 7.12, en standardosikerhet i hdjdbestimningen av fix nr 500 pa:

u(H.,) =2,041/,J(0,500+0,333+0,250+0,167) ~ 1,8 mm (Typ A)

Sammantaget: Hojden pa fix nr 500 skattas till 14,355 meter, med en standard-
osédkerhet pa 1,8 mm. (H6jdbestdmning av fixpunkter utefter respektive tdg kan sedan
ske pad samma sitt som vid berdkning av enkeltdg, se Exempel 6.6 1 avsnitt 6.3.2; nu
nér saval slut- som startpunkten &r bestdmd.)

Vikter sétts ibland litet schablonmadssigt, men de ska naturligtvis pé ett rimligt satt
motsvara madtkvalitén. Mer stringent sétts vikterna omvint proportionella mot
kvadraten pa respektive mitnings standardosidkerhet — som man alltsd maste ha nagon
kunskap om. Enklast tillimpas:

p,=1/u’(l) 7.13

dven om téljaren kan vara vilken konstant som helst, inte nédvandigtvis ett. Om vikten
p, =1farvida u(l)=u, eftersom u, just, enligt 9.10, dr "standardosikerheten for en

mitning med vikten ett”. For andra vikter, p, #1, giller formeln
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W) =ull p, s ul)=u,/\p, 7.14
som ger oss mdjlighet att berdkna standardosdkerheten i varje enskild métning.

Exempel 8.6: Berdkna standardosdkerheterna for de fyra avvégningstagen 1 Exempel
8.5, givet att viktsenhetens standardosédkerhet u, =2,041 mm.

Losning:
Fran Till Taglingd Vikt Standardosikerhet
u(l)=u, /\p, <
u(l)) =u, *Jtaglingden
100 500 2 km 0,500 2,9 mm
200 500 3 km 0,333 3,5 mm
300 500 4 km 0,250 4,1 mm
400 500 6 km 0,167 5,0 mm

Tégens standardosdkerhet kan sammanfattas 1 formeln u(l) =2,0 mm/~km .

8.6 Utvidgad matosakerhet
Vad sédger da standardosékerheten egentligen? I Exempel 8.3 berdknade vi standard-
osikerheten for medeltalet [ =3,2569 m till u(1)=3,1 mm. Man ser ibland detta
redovisat som 3,2569 m £ 3,1 mm, dvs. som ett intervall [3,2538;3,2600] . Fragan ar
med vilken sannolikhet den sokta storheten x ligger inom detta intervall. Svaret, just i
fallet 7 6verbestdmningar, dr 65%. Vi uttrycker det pa foljande sétt:

P{Tl —u()<x<T +u(l)}=65% 7.15

dar P{ }betecknar sannolikhet. Ett intervall av denna typ bendmns konfidensintervall,
och 65% &r dess konfidensniva eller tdickningsgrad.

I ungefdar 35% av fallen ligger alltsd den sokta (ut)storheten utanfor detta intervall.
Darfor brukar man ”forldnga” intervallet genom att multiplicera standardosékerheten
med en tdckningsfaktor k. P& sa sitt okar tickningsgraden och denna forlingning
bendmns utvidgad mdtosdkerhet.

Lat oss som vanligt forutsétta att métningarna dr normalfordelade och att vi kdnner
standardosékerheten mycket vil, t.ex. genom att vi har gjort minga — egentligen
odndligt médnga — maitningar. D& ger tickningsfaktorn k£ = 1,96 ett intervall med
tackningsgraden 95 %, dvs.

P{T -1,96-u(l)<x <1 +1,96-u(l)} =95% 7.16
Med k-vidrdet avrundat till en jamn 2:a har detta bildat skola vid tillimpningen av GUM,

dvs. k = 2 och tickningsgraden 95% ska i forsta hand anvindas vid berdkningen;
undantag bor motiveras.

Den utvidgade standardosikerheten (i t.ex. skattningen X ) betecknas:

U(x) = ku(x), eventuellt forkortat till U =ku 7.17

129



Kapitel 8: Matosédkerhet

Man bor redovisa savil standardosékerheten och tackningsfaktorn som den resulterande
utvidgade maitosékerheten — och dessutom den beddmda tdckningsgraden, i %. Det
senare kan ske 1 ord, men ibland redovisas konfidensnividn som index pd U och/eller
k, t.ex.

Uys(R) = kys (%) 7.18

Exempel 8.7: Berdkna den utvidgade standardosdkerheten for areaberdkningen 1
Exempel 8.4. Tillimpa 95% téckningsgrad.

Losning: Eftersom vi inte har ndgon annan information att ga pa sa sétter vi £ = 2. Vi
formulerar resultatet salunda, vilket kan anses var en mall for hur méatosakerhet ska
rapporteras enligt GUM:

”Maitosdkerheten for arcalen har skattats till 1,4 kvadratmeter. Den har berdknats som
utvidgad standardosédkerhet U(4) = k u(A4), dér k = 2 ar tickningsfaktorn och standard-
osdkerheten for arealen dr u(4) = 0,72 kvadratmeter. Bedomd tackningsgrad ar 95 %.”
Forfattarens simuleringsstudier visar att &y, for denna fordelning dr 1,95, dvs. k = 2 ger

en tidckningsgrad straxt over 95% (ndrmare bestimt 95,6%). 2 dr alltsd en bra
approximation!

I samband med medeltal och standardavvikelse har vi 1 den matematiska statistiken
kommit i kontakt med t-férdelningen. Vi vet darifran att:

P{T —tys(n—Du(l) < x<T +t,(n=Dyu(l)} =95% 7.19

dar t,,(n—1) ar t-fordelningens grinsvarde pa 95% for n-1 dverbestimningar. Har man
fa overbestdmningar kan det vara béttre att tillimpa t-fordelningen &n & = 2. Detta
askéadliggors 1 Tabell 8.1.

I tabellen ser vi att t-fordelningen konvergerar mot normalfordelningens vérde 1,96 nér
antalet Overbestimningar okar.

Tabell 8.1. t-férdelningens tickningsfaktorer for 95% tickningsgrad, som funktion av antalet 6ver-
bestimningar.

Overbestimningar 3 7 15 30 50 80 120 )

=i

t,s(0) 3,182 | 2,365 2,131 2,042 | 2,009 1,990 1,980 | 1,960
95

Exempel 8.8: Berdkna utvidgad maétosédkerhet for medeltalet i Exempel 8.1 och 8.3.
Anvind t-fordelningen och tillimpa 95% téckningsgrad.
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Losning: Vi har 7 dverbestimningar, och m.h.a. Tabell 8.1 far vi tickningsfaktorn
kys =1,5(7) = 2,365.

Alltsa: "Storheten x skattas till =17 +7,.(7)u(l ) =3,2569+0,0073 meter. [ =3,2569

ar medeltalet av 8 maitningar, talet efter + dr en utvidgad méitosidkerhet med 95%
tackningsgrad, tickningsfaktorn #,,(7)=2,365 é&r t-férdelningens gransvérde for 95%

med 7 6verbestimningar och u(/ ) =0,0031 meter &r medeltalets standardosikerhet.”

8.7 En enkel GUM-kokbok

I detta avsnitt sammanfattar vi metodiken 1 form av en processbeskrivning — en enkel
”GUM-kokbok™.

1))

2)
3)

4)
5)
6)
7)
8)
9)

Bestdm sambandet mellan utstorheten (métstorheten) och alla instorheter som
kan paverka den.

Skatta virden pé alla instorheter.

Skatta virdet pa instorheternas standardosédkerheter, antingen med statistisk
analys av en mitserie (Typ A) eller pa annat sitt (Typ B).

Berékna vérdet pa utstorheten.

Bestam kénslighetsfaktorn som hor till varje instorhet.

Berikna utstorhetens sammanlagda standardosékerhet.

Ta fram en tackningsfaktor som svarar mot en vald tdckningsgrad.
Berékna den utvidgade métosékerheten.

Rapportera matresultatet tillsammans med utvidgad maétosidkerhet och dess
tdckningsgrad.

8.8 Terminologiska jamforelser

For att forenkla ldsningen av annan litteratur inom omradet gors i1 detta avsnitt ett antal
terminologiska jamforelser.

8.8.1 Svensk-engelsk GUM-ordlista

I Tabell 8.2 redovisas en svensk-engelsk ordlista 6ver de vanligaste GUM-termerna.

Tabell 8.2. Svensk-engelsk GUM-ordlista.

Svenska Engelska

kénslighetsfaktor sensitivity coefficient

lagen om fortplantning av métosékerhet law of propagation of uncertainty of measurement
matosikerhet uncertainty (of measurement)

maétstorhet measurand

sammanlagd standardosékerhet combined standard uncertainty
standardosékerhet standard uncertainty

Typ A/B bestdmning av métosdkerhet Type A/B evaluation (of uncertainty)
tdckningsfaktor coverage factor

tackningsgrad, konfidensniva coverage probability, level of confidence
utvidgad métosédkerhet expanded uncertainty
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8.8.2 Jamforelse med adldre svensk terminologi

I Tabell 8.3 gors en jamforelse mellan GUM:s terminologi och den hittillsvarande
svenska terminologin inom omrédet felteori”, som den geodetiska tillimpningen av
statistik och statistiska berdkningar brukar bendmnas.

Den storsta skillnaden togs upp redan 1 borjan av kapitlet (se avsnitt 8.1.2): Tidigare
talade man om noggrannhet, métfel och felanalys i stdllet for métosdkerhet och
osdkerhetsanalys. En f6ljd av detta dr att medelfel — vanligen betecknat o — dr en central
term 1 den dldre terminologin.

Vidare saknas vissa termer i tabellen, t.ex. tdckningsfaktor” och utvidgad
matosdkerhet”. Anledningen ar helt enkelt att det inte har funnits nagra termer for dessa

begrepp tidigare. Man har s att sdga “gatt runt” frdgan utan att ha en speciell
terminologi for den.

Vanliga uttryck var t.ex.

e “Medelfelet &r 20 mm” alternativt "Noggrannheten dr 20 mm (1o )”, vilket ar
samma sak som att standardosdkerheten dr 20 mm.

e ”Noggrannheten dr 40 mm ( 20 )” alternativt "Noggrannheten ar 40 mm (95%)”,
vilket motsvarar en utvidgad standardosdkerhet med tickningsfaktorn 2 och en

tackningsgrad pd 95%.

Tabell 8.3. Oversiittningstabell: GUM vs. traditionell svensk terminologi.
GUM-termer Motsvarande traditionella termer
lagen om fortplantning av méitosdkerhet medelfelets fortplantningslag
medeltalets standardosdkerhet medeltalets medelfel
standardosékerhet i plan punktmedelfel
standardosékerhet, u(') medelfel, o
viktsenhetens standardosikerhet, u, grundmedelfel, o,
Overbestimningar overbestdmningar, frihetsgrader

8.8.3 Jamforelse med terminologi i matematisk statistik

I Tabell 8.4 gors en jimforelse mellan GUM:s terminologi och terminologin inom
matematisk statistik (i enlighet med de begrepp som traditionellt anvinds pa svenska
universitet, se t.ex. grundbocker av Blom med flera och av Véinnman).

Tabell 8.4. Oversittningstabell: GUM vs. terminologi i matematisk statistik.

GUM-termer Motsvarande traditionella termer

lagen om fortplantning av mitosdkerhet ar en tillimpning av Gauss
approximationsformler

medeltalets standardosdkerhet medelvirdets standardavvikelse

standardosékerhet, u( ) standardavvikelse

standardosikerhet i kvadrat, °() varians

Overbestimningar frihetsgrader

Inom GUM anvinds ett skrivsidtt som “en utvidgad standardosdkerhet med
tackningsfaktorn x”; detta motsvarar vad man inom matematisk statistik bendmner
’konfidensintervall med konfidensgraden y”.
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8.9 Toleranser och HMK

Hela GUM-konceptet bygger pa redovisning av faktisk maitosdkerhet. I manga
branscher regleras métkvalitén i form av stipulerade foleranser, dvs. gransvérden for
avvikelser, osdkerhetsmétt etc. som inte far Overskridas. HMK innehéller sddana
toleranser for olika typer av métningar. I gamla HMK-Detaljmétning, Bilaga F, finns
toleranser for detaljmitning. I gamla HMK-Stommétning, Bilaga A, finns toleranser
for stommétning — fast dar bendmns toleranserna felgrdnser, i enlighet med den dldre
terminologin.

HMK laborerar med tre toleransnivéer. De bygger pd antaganden om maétosédkerheten-
/medelfelet (o ) och den teoretiska normalfordelningen (Figur 8.2), som sédger att

e 1o har tickningsgraden 68,3 % (= 2/3)
e 20 har tackningsgraden 95,5 % (1,960 — 95 %)
e 30 har tickningsgraden 99,7 %

0.4

0.3

0.2
1

34.1% 34.1%

0.1

0.0
|

Figur 8.2. Normalfordelningen
Nivéerna tilldmpas pa foljande sitt:

I. lo -grinser anvénds for ett test av att antagandet om att métdata &r normal-
fordelade dr korrekt — ett fordelningstest. 2/3 av mitmaterialet bor ha avvikelser
som dr mindre &n detta vérde.

II. 20 anvinds som varningsgrins. Om avvikelserna 6verskrider denna grins bor
den bakomliggande orsaken analyseras.

III. Avvikelser storre 4n 30 betraktas som “’grova fel”, rena misstag alltsa. Dérfor ar
3o -gréinsen att betrakta som en ren kassationsgrins och ommatning krévs.

I Tabell 8.5 ges ett exempel pa toleranser/felgrianser frain HMK-Stommaétning.

Tabell 8.5. Felgrinser for slutningsfel i anslutningsndit i hojd; taglingden L anges i km. (Gamla HMK-Stom-
mdtning, Bilaga A, Tabell A.13).

Maximalt slutningsfel (mm)
Typ av tag I 11 111
Enkeltag mellan - 4\/2 6\/Z
kidnda punkter
Tag ingéende i WL WL 3L
hojdnit

For “enkeltdg” 1 tabellen finns naturligtvis inget fordelningstest (niva I); det finns ju
bara ett tdg. Det som finns dr varnings- och kassationsgrinser, vars storlek beror pa
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tagets ldngd (\/Z , jfr Exempel 8.6). For ”tdg 1 hojdnét” ska 2/3 av antalet tdg ha ett
slutningsfel < 1\/Z . I tdg dar slutningsfelet >2\/Z bor orsaken undersokas och om
slutningsfelet > 3\/Z bor ommétning ske.

Exempel 8.9: Jamfor resultatet i Exempel 8.5 med toleranserna/felgranserna i Tabell
8.4. Dvs. under antagandet att det ror sig om avvégning i ett anslutningsniit.

Fran | Till | Taglingd | Slutningsfel I 11 I
(km) (forbittring v,)

(mm) WL | 2JL | 3JL

(mm) | (mm) | (mm)

100 | 500 2 -1 1,4 2,8 4,2
200 | 500 3 +5 1,7 135* | 52
300 | 500 4 -2 2,0 4,0 6,0
400 | 500 6 -4 2,4 4,9 7,3

Losning:

Alla tadgen klarar kassationsgriansen (III). Taget 200-500 dr dock varningsflaggat pa
niva II, dvs. orsaken bor undersokas. Fordelningsgransen dr naturligtvis svar att
tillimpa med s& fa tdg, men hélften klarar gransen och hélften ligger over niva L
Resultatet r "med tvekan godként™.

I HMK tillampas begreppet kontrollerbarhet 1 stor utstrickning, sirskilt i HMK-Stom-
métning. Kontrollerbarheten anger hur pass svart/enkelt det dr att hitta grova fel i ett
mitmaterial. Aven om vi i GUM forsdker undvika begreppet “fel” si fortjinar
eliminering av just denna typ av felaktig hantering (avldsningsfel, skrivfel etc.) sin plats
1 presentationen.

Kontrollerbarheten — vanligen i ett geodetiskt niit — brukar mitas med det s.k. k-talet!,
som definieras som

k="

= antalet Overbestimningar/antalet métningar 7.20

n
diar m = antalet obekanta och n = antalet métningar. I triangelnédt bor man efterstrdava
k>0,5, dvs. en kontrollerbarhet > 50%. Typiska vérden for hojdnét (avvigningsnit)

dr k~0,3 (30%) och i polygontdg med ménga ingéende punkter dr k =0,1 inte
ovanligt.

k-talet ger en uppfattning av hur stor del av ett grovt fel som ’syns” i motsvarande
forbattring efter en berdkning enligt minsta-kvadratmetoden. I ett triangelnit syns alltsa
ca. 50% men i ett polygontag bara 10%. Ett decimeterfel i ett sdidant tdg ger alltsa endast
upphov till en forbittring runt 1 cm! Vart tar dd resten viagen? Jo det gar in i1
koordinatberdkningen, flyttar runt punkternas positioner och fordérvar pa sa satt
berdkningsresultatet!

! Detta k-tal ska inte blandas ihop med tickningsfaktorn &, som dr ndgot helt annat! Ibland kolliderar
beteckningskonventionerna.
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Status: Kapitlet reviderades 2021 (men bara mindre dndringar gjordes).

Lastips: Lantmateriet, KTH, Hogskolan i Gévle och Lunds Tekniska Hogskola inledde
under 2010 ett gemensamt arbete att introducera GUM inom maétningstekniken i
Sverige. I "Nya HMK” pa webben (www.lantmateriet.se/HMK) presenteras GUM 1
form av en artikel, ett tillhorande presentationsbildspel samt ett antal exempel och
fordjupningar. Materialet dr pa svenska och ténkt att kunna anvéndas vid information
om GUM samt inom utbildningen i métningsteknik pa hogskolor, universitet etc.

Den som ldser detta material kommer att uppticka vissa skillnader gentemot
kompendiet, bl.a. vad géller beteckningar. GUM:s beteckningssitt dr nidmligen sa
stringent och annorlunda att det ndstan blir forvirrande. I kompendiet har darfor vissa
forenklingar varit nddvéndiga, eftersom det dr &mnat for en grundlaggande geodesikurs
och inte en expertkurs. Fér mer information om GUM, se Persson(2010a-f). Aven
Lindskog (2006) kan rekommenderas.
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9 Minsta-kvadratberakningar med matriser

Om berédkningarna blir mer komplicerade dn de enkla exempel som redovisades i det
forra kapitlet sa underlattas hanteringen betydligt genom anviandning av matriser. Som
kuriosa kan ndmnas att forre professorn i geodesi pd& KTH i Stockholm, Arne
Bjerhammar, i mycket hog grad har bidragit till utvecklingen av matrismetoder for
geodetiska berdkningar enligt minsta-kvadratmetoden. Det &r den “’skolan” vi foljer i
denna beskrivning. De viktigaste formlerna fran kapitlet ingér i formelsamlingen.

9.1 Grundlaggande matrisalgebra och notationer

Det ar alltid enklare med en entydig notation, och om matrisbeteckningarna alltid avser
samma sak. Samtliga vektorer betecknas diarfor med fetskrivna gemener: x for vektorn
med obekanta parametrar, 1 for vektorn med métningar etc. Béda dessa é&r
kolumnvektorer, dvs. stdende. Alla nm-matriser (dvs. matriser med » rader och m
kolumner) med n > 1 och m > 1 betecknas med feta versaler, t.ex. A . Referens till ett
visst element 1 en vektor/matris sker med anvindning av suffix, t.ex. /, 4; (i avseende

rad och j avseende kolumn).

P& riktiga” matriser, dvs. sddana som inte dr vektorer, kan man applicera tva viktiga
operationer: transponering och invertering. Vid transponering — berdkning av en matris

transponat, A" — byter suffixen plats, dvs. A; — A, Invertering — berdkning av en
invers, A™'—uppfyller villkoret:
ATA=AA" =1 8.1

dar I ar enhetsmatrisen:

Endast kvadratiska matriser kan ha inverser, men inte alltid. Singuldra matriser (dvs.
determinanten &r lika med noll) saknar invers. Matriser anvidnds, som sagts
inledningsvis, 1 samband med berdkningar enligt minsta-kvadratmetoden. I dessa
sammanhang beror singularitet vanligen pa att man har formulerat sitt problem
ofullstandigt eller pa annat sétt felaktigt.

Exempel 9.1: Transponera matrisen A och berikna A'A .

2 1
Losning A=|1 1 A’ = o A'A >
Osning: = ; = ; =

0 2 1 1 2 3 6

Exempel 9.2: Invertera A"A frdn Exempel 9.1. Anviind foljande formel:

-1
(bu blz j _ 1 ( bzz _b12 ]
b21 bzz b1 1b22 - b2]b12 _b21 bll

Kommentar: 2*2-matriser dr ganska létta att invertera, men sedan blir det vérre Vi
hinvisar har till larobocker 1 linjér algebra eller programsystem typ MATLAB.
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Losning:

o (5 3)! 1 6 -3) 1(6 -3\ (0,286 -0,143
(ATA)" = - - ~
3 6) 5%*-3*3\-3 5) 21\-3 5 ) |-0,143 0,238

Kontroll (jfr 8.1):
6 -3)5 3 21 0 1 0
(ATA)'ATA L _1 - -1
21\-3 5 )13 6) 2110 21 0 1

En matris som uppfyller 4, = 4, foralla i # j, dvs. A" = A, beniimns symmetrisk. Den

maste vara kvadratisk och i en sddan matris dr delen ovanfor diagonalen och den del
som ligger under diagonalen varandras spegelbilder. Det ger vissa forenklingar vid

berikningar av invers och 18sning av ekvationer. Alla matriser av typen ATA — och
dess invers (ATA)™' (om den existerar) — ir symmetriska.

Produkten av tva inverterbara (kvadratiska) matriser A och B av samma storlek &r
inverterbar med inversen:

(AB)' =B"'A" 8.3
Det giller dven att:

(AB)"' =B"A" 8.4
samt fOr en inverterbar matris:

A =@A"’ 8.5

9.2 Elementutjamning enligt MK-metoden

9.2.1 Samma vikt pa observationerna

Observationsekvationerna  for den vanligaste geodetiska utjimningsmetoden
elementutjimning skrivs?:

Ax=l+ve

A, ... A X l V.
R D A 8.6
: : : o= [+

Anl o Anm ‘)%m ln vn

dir A (n*m) ar den s.k. koefficientmatrisen, som anger sambandet mellan 7 st.
métningar 1 och m st. obekanta x, som skattas av X . Eftersom det finns fler métningar
an obekanta (n > m) sd dr inte systemet entydigt I6sbart. Man kommer runt detta genom
att tillfora forbattringarna v och gora dessa sa smd som mojligt genom att bestimma
X pa ett sddant sitt att man minimerar kvadratsumman:

2 Den som vill ha nigot mer konkret att héinga upp tankegdngarna pé kan “tjuvtitta” p& Exempel 10.11.
I borjan pa 16sningen till detta exempel tillimpas formel 8.6) pa ett geodetiskt berdkningsproblem.
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Zv =VV 8.7

Dérav namnet minsta-kvadratmetoden, som hérleds i det foljande; 1 kapitel 8 tog vi ju
metoden som given.

Vi startar minimeringen pa traditionellt sdtt genom att derivera den storhet som ska
minimeras och sitta derivatorna = 0. Att vi hdr har med vektorer och matriser att gora

andrar inte tillvigagéngssittet nimnvirt. Den storhet som ska minimeras r v'v, som
vi forst skriver om till:

viv=(Ax-D)"(Ax-D)=x"A"-1")(Ax-D) =x"A"Ax-x"A"1-1"Ax +1"]
Eftersom 1" Ax ir en skalir (1*1-matris) gir det lika bra att skriva x" A1, vilket ger:
viv=x'ATAx-2x"A"1+1]

Derivering med avseende pd x ger sedan:

Svlv _ Ox"ATAx 5 Oox'A" . ol'l
ox ox ox ox
TAT TAT T
Vi har OXAAX _aTax:  OXATL 4. o1 _yp.
ox ox ox
Ty
och om vi sétter 3 =0 far vi slutligen:
X
ov'v

=2ATAx-2A"1=2(ATAXx-A) =0 ATAx=A"]

ox

Skattningen X, som alltsa dr en vektor, erhélls sédledes genom att man loser normal-

ekvationerna’:

ATAR = A"l k= (ATA)'A"I 8.8
Formel 8.7, va =v'v, dir v=AX-lanvinds for att berikna den enskilda

matningens standardosdkerhet. Eftersom alla matningar har vikten ett sa lyder uttrycket:

1 vy
ul=u, = V= 8.9
() =u, ,/n_mz, \/n_m

x -skattningarnas varians-kovariansmatris ar (se vidare avsnitt 9.2.3)

Q, =u,(ATA)" 8.10

dar man hittar standardosdkerheterna i diagonalen, dvs.

W' (%) =(0)), S u®)=u,(4"4)", 8.11

3 Man behover egentligen inte invertera matrisen ATA , det ricker att 16sa systemet for att fa fram
vérdet pa de obekanta — t.ex. med Gauss-elimination. Men eftersom vi behdver inversen for berdkning
av varians-kovariansmatrisen s ér invertering dnd4 ett alternativ. Man ska dock se formeln “formellt”
och inte “aritmetiskt”.
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Exempel 9.3: Stdll upp berdkning av enkelt medeltal som ett
elementutjdmningsproblem och hérled formlerna for medeltal och medeltalets
standardosékerhet.

Losning: Vi far enligt formel 8.6 f6ljande ekvationssystem:
Ax=l+v <
1 A v,
Slx=lc |+
1 / v

n n

A -matrisen blir alltsd en kolumnvektor med endast ettor, och vi har bara en obekant:
medeltalet.

Normalekvationerna 8.8 blir:
ATAR=ATlonk=) ]
i=1
med l6sningen:

x=(ATA)'A"l= 124 =/; (A"A)'= 1
n n
Forbittringarna v = AX-1 ger standardosikerheten i en enskild mitning (jfr 8.9) som:

vy 1 & 1 & —
u(ly=u, = n—lz\/ ZV[ZZ\/H—IZI(Z _li)2

n—13

och slutligen medeltalets standardosdkerhet (10.11) till

u(®) =up (A A) =u, /n =u(l)

Overensstimmelsen med Exempel 8.3 4r som synes total. Vi har dirmed visat att
medeltalet ar en MK-skattning samt att matrisformlerna overensstimmer med de
klassiska formlerna.

Exempel 9.4: Los foljande problem med elementutjdmning och berékna de sedvanliga
osdkerhetsskattningarna.

2x,+1x, =6
lx+1x, =4
2x, =5
Losning: Vi far enligt formel 8.6:
Ax=l+ve

och kiinner igen A -matrisen fran Exempel 9.1-9.2, varifran vi far (ATA)". Vi behdver
alltsd endast berdkna:
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n (12+4+0 16
A'l= =
6+4+10) (20

varefter de obekanta enligt formel 8.8 erhélls som:

(% e (6 =3)(16) 1(36) (L71
=" |=(ATA)'ATI=— -—| 7%
%, 2103 5 )\20) 21(52) (2,48

Forbéttringarna berdknas ur:

124 6 -2 —0,095
v:Afg—l:L 88 |—| 4 :L 4 |~| 0,190
21 21
104 5 -1 —-0,048
och deras kvadratsumma blir:
1 21 1
Vive—o((-2) +4> +(-1)*) =—=—=0,0476190
212(( ) (-1)7) YO

Standardosdkerheten i en enskild méitning — i detta fall lika med viktsenhetens standard-
osdkerhet (formel 8.9) eftersom alla matningar har vikten ett — blir alltsa:

u, =u(l)=v'v/(n—-m) = /(%)/(3—2) z\/;zo,22

x -skattningarnas varians-kovariansmatris (10.10) &r:

1 (6 -3
= 2 ATA -1 -
Qx uP( ) 212 [_3 5]

vilket enligt formel 8.11 ger standarosikerheterna for X, och x,:
w(2)=6/21~0,12;  u(%)=~/5/21~0,11

Sammantaget: Minsta-kvadratmetoden ger skattningarna x,= 1,71, med standard-
osakerheten 0,12, och X,= 2,48, med standardosdkerheten 0,12. Viktsenhetens

standardosékerhet (= den enskilda métningens standardosékerhet) skattas till u, =0,22.

9.2.2 Olika vikter pa observationerna

.....

B, 0

0 P,

som, liksom enhetsmatrisen, dr en diagonalmatris, dér p, = P,. Vi far pd motsvarande
satt som 1 fallet med lika vikter:

A"PAX=A"Pl < x=(A"PA)'A'PI 8.13
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och vidare viktsenhetens standardosikerhet:

1 & v'Pv
uP:\/ Zpi 1‘2 :\/

n—mg n—m

x -skattningarnas varians-kovariansmatris ges av:
2 T -1
Q, =u}(A"PA)

dar man hittar standardosdkerheterna i diagonalen, dvs.:

uz(fci) = (Qx)n < u(jez) =Upy (ATPA);I

8.14

8.15

8.16

Formlerna 8.13 - 8.16 6vergdr i 8.8 - 8.11 om man sétter P =1, dvs. om alla métningar

har vikten p, =1.

Exempel 9.5: Stéll upp berdkning av viktat medeltal som ett elementutjamnings-
problem och hirled formlerna for detta medeltal samt for det viktade medeltalets

standardosikerhet.

Losning: Vi far aterigen foljande ekvationssystem (jfr 8.6):

Ax=1+v
f—
1 A v,
= |+
1 [ v,

Men normalekvationerna blir nu i stéllet (jfr 8.13):

A"PAX=A"Pl& (Z": p)-X= z pl

i=1 i=1

med 16sningen:

x=(A"PA)'A"PI=) pl /> p=1; (A"PAY' =1/ p,
i=l

i=1

Ur forbittringarna (v = AX -1) erhalls viktsenhetens standardosikerheten (8.14) som

v'Pv 1 & 1 & -
uP:\/ :\/ Zpiviz :\/mzpi(lP_l[)z
- -1

n-—1 n-145

och slutligen medeltalets standardosédkerhet (8.16) till:

u(®) = up J(ATPAY, =, |3 p, =u(l})

Dessa formler 6verensstimmer med dem i avsnitt 8.5, dvs. dven det viktade medeltalet

— och tillhorande osdkerhetsskattningar — &r i1 enlighet med MK-metoden.
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9.2.3 Korrelation och analys av funktioner av obekanta

I detta avsnitt tittar vi litet ndrmare pa formel 8.15 och vad man mer kan fa ut av den
information som varians-kovariansmatrisen innehéller. Det ena &r berdkning av
korrelation — det andra dr berdkning av standardosdkerheten for funktioner av de
obekanta som skattats 1 utjamningen.

Enligt formel 8.15 ges x-skattningarnas varians-kovariansmatris av uttrycket
Q. =u;(A"PA)" . Fullt utskriven lyder formeln:

uw(x) ... u(x,%,)
Q. =u;(A"PA)' = :

u(x,, %) o w'(%,)

ddr u’(%)ar variansen (kvadraten pa standardosdkerheten) for den i:te obekanta

parametern och kovariansen mellan den i:ite och den j:te obekanta parametern &r
u(x,Xx,)=u(x,;,x,).

Kovariansen méter graden av samvariation mellan tva variabler. Positiv kovarians
innebdr att om den ena variabeln 6kar sa dkar d&ven den andra. Vid negativ kovarians ar
det tvirt om. Ur varianser och kovarianser kan man berékna korrelationen, som ar en
sorts normerad kovarians. Korrelationskoefficienten berdknas som

o = MCet) _ ulx) 8.18
y 2/ A 2/ A
NN (%) ulx)ulx)
For p, giller att
1< p, <+1 8.19

Vi viljer att ha som tumregel att om | pl./.| > 0,7 sa ar korrelationen (samvariationen) att

betrakta som stor. D4 kan det vara svért att skilja variablerna &t i en MK-berdkning.
Man kan ofta uttala sig om skillnaden mellan eller summan av tva korrelerade storheter
men inte alltid om vérdet pa respektive variabel. I ett geodetiskt nét tyder hog positiv
korrelation (felen tenderar att gd 4t samma hall) pa att den lokala métosdkerheten &r
liten, men att den regionala osidkerheten ar stor. En, litet dverdriven, liknelse &r att man
kdnner storleken och formen pa ett hus men dr mer osdker pa var huset ligger. Vid
negativa korrelationer gér felen i motsatta riktningar.

Exempel 9.6: Berdkna korrelationen mellan skattningarna av de obekanta i Exempel
9.4.

Losning: Varians-kovariansmatrisen ar

2 AT AN 1(6
Q;=u,(A’A)" =

~H2 ; viktsmatrisen P =1
21°(-3 5

dvs. u(X,,%,)=u(x,,%)=-3/21> ~0,0068 och — vilket vi redan vet sedan tidigare —

u()=+6/21~ 0,12 och u(%,)=~5/21~0,11. Formel 8.18 ger alltsa
korrelationskoefficienten
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_ u(%,x,) — 3
P2 = uGuGy) 65

mellan skattningarna X, och x, av de obekanta. Den dr att betrakta som maéttlig, dvs. vi

~—0,55

bor ganska sékert kunna uttala oss om de enskilda skattningarna. Men viss (negativ)
korrelation finns.

Ibland vill man studera funktioner av de obekanta och da kan ett hjdlpmedel vara att
berdkna standardosdkerheten for dessa. Man utnyttjar dven d& varianskovarians-
matrisen (8.15) och det gar att visa att

u(12) =1Q.f7 =12 f(ATPA) ' {” 8.20

dar fx dr en (linjir) funktion av de obekanta. Formel 8.20 &r i realiteten en
generalisering av ”lagen om fortplantning av métosdkerhet” (formel 7.6) — som dels
tillater kovarianser, dels dr uttryckt i matrisform.

Exempel 9.7: Berdkna skillnaden mellan skattningarna av de tva obekanta 1 Exempel
9.4. samt standardosédkerheten for denna skillnad

Losning: Skillnaden ér | —%,| vilket ger f=(1 ~-1) och

0 e s

Skillnadens standardosdkerhet ges av formel 8.20:

6 -3)(1
(1) = fQf" = (1 —1)L{ ]( j:l—;zo,ossssj

=Ez0,76
21

-

21°(-3 5 {1
u( - %,)) = JIQf" = g ~0,20

Skillnaden ér alltsa 0,76, med en standardosékerhet pa 0,20. Om x, och X, hade varit
okorrelerade hade skillnadens standardosikerhet varit (jfr Exempel 9.4):

u(

Men p.g.a. den negativa korrelationen sé blir osdkerheten i skillnaden nagot storre.

)= JO 2 Gy + (D2 () = \/(1)2 (V6 /21) + (12 (V5 /21) = %\/1_ ~0,16

X=X,

9.3 Linjar regression

Linjdr regression ar kanske inte 1 forsta hand en geodesitilldimpning, men den &r i
ménga sammanhang anvédndbar vid analys av geografisk information — och dessutom
ofta ”missbrukad”. Via matrisformen av detta minsta-kvadratproblem kan man dock
dels forstd hur berdkningarna kan forenklas, dels ldra sig att tillimpa metoden korrekt.
Vissa allméngiltiga forfaranden ingar ocksa, t.ex. skalning av ekvationssystem. Darfor
fortjdnar linjér regression sin egen utliggning.

Problemet gar ut pa att anpassa en rét linje (se Figur 9.1)

y=a+bx 8.21
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till parvisa métdata i tvé serier. OBS att vi hdr anvdnder matematiska definitioner pa x
och y.

Figur 9.1. Linjdr regression

Grundformeln 8.6 ger oss ekvationssystemet

1 x N Y
Ax=l+v < Do [AJ=S +|: 8.22
b
1 x

n yn V}'l

NP

Utifran detta kan man sedan berdkna skattningarna pa parametrarna a och b samt
tillimpa hela batteriet av osdkerhetsmétt och andra analyser. Det finns dock en del
anvandbara “trix”, vilket Exempel 9.8 visar.

Exempel 9.8: Utfor en linjar regressionsanalys pd foljande data, dvs. skatta
parametrarna a och b 1 formel 8.22 och berdkna pa det sittet den arliga 6kningen.
Uppgifterna avser genomsnittspriset for 3-rums bostadsrittsligenheter 1 ett
glesbygdsomrade — langt, langt bort fran Stockholm.

Ar | Snittpris (SEK) | Ar | Snittpris (SEK)

2000 500 000 2004 800 000
2001 600 000 2005 750 000
2002 550 000 2006 900 000

2003 650 000

Losning: Om man skulle tillimpa grundformeln direkt skulle man fa ett mycket illa-
konditionerat system, eftersom siffrorna ar sa olika stora. Vi skulle fa:

1 2000

a
N (AJZ : +|:
1 2006 b 900000

Vi

500000 (v,

vilket skulle skapa numeriska problem. Darfor vidtar vi tva atgérder for att skala om
systemet. Den ena ir att vi subtraherar medelaret (2003) fran resp. ar. Den andra ar att

vi byter enhet pa snittpriset till mnkr (miljoner SEK), dvs. vi “bryter ut” 10°. D4 far vi
det nya systemet:
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1 -3 0,50 v
1 -2 0,60 v,
L 0,55 v,
10 (Ajzloﬁ 0,65 |+10°| v,
11 |0 0,80 Vs
12 0,75 Vg
1 3 0,90 v,

som ser betydligt trevligare ut. Vi l6ser systemet.

1
— 0
7 0 1(1 0
ATA: ; ATA—1= 7 _ 2
. (0 28j @ o L| 7l0 025

28
a (1 0 \(4,75 6( 4,75 0,6786
L |=(ATA)'ATL = 17 _10 ~10°
b 7 {0 0,25)\ 1,75 7 10,4375 0,0625
Subtraktionen av medelédret gav diagonala normalekvationer, som dr enkla att 16sa. En

annan effekt dr att @ =y . Skalningen reducerade behovet av att ta med manga siffror i

berdkningarna. Om vi gar tillbaka till den ursprungliga ordningen fér vi féljande formel
for snittpriset ett visst ar:

Snittpriset = [0,6786 +0,0625 - (dr —2003)]-10°=
=678 600 + 62 500 - (ar — 2003) SEK

varur den &rliga Okningen direkt kan utldsas till 62 500 SEK/ar. Berdkningen av
standardosikerheter etc. Overlates till lasaren. Svar: Viktsenhetens standardosdkerhet,
dvs. det enskilda arsmedeltalets standardosékerhet, u, =55 000 SEK. u(a)=21 000

SEK och u(b) =10 000 SEK. Prognosen for 2007 — allt annat lika”, dvs. bortsett fran

ev. finans-/fastighetskris — blir 678 600 + 62 500*(2007 — 2003) = 928 600 SEK, med
standardosédkerheten 46 600 SEK. Alltsd: nagra detaljerade slutsatser kan inte dras ur
materialet.

Den mest fundamentala aspekten pd linjar regression dr emellertid: Finns det
overhuvudtaget ett linjart samband mellan variablerna x och y? Det kan man undersdka
genom att berdkna korrelationskoefficienten (jfr avsnitt 9.2.3).

Eftersom vi nu ska rédkna korrelationskoefficienten mellan méitningar — och inte mellan
minsta-kvadratskattningar, ur deras varians-kovariansmatris — krdvs en liten

modifiering av formel 8.18. Kovariansen mellan tvd mitserier {x,,x,,....,x,,} och

{5, ¥2,--,¥,,} brukar skattas med:

> (5 - %), - )
u(x,y)=-" — 8.23

och 1 analogi med 8.18 far vi korrelationskoefficienten:
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| _ _
Py = . - = — — .
LS [ S Zem0NRe)
n—143

n—13

Egenskapen 8.19 dr dock densamma, ett tal mellan -1 och 1. Men hér vill vi ha en hog
korrelation; det dr det som gor berdkningen meningsfull.

Jamfor de tva exemplen 1 Figur 9.2. I a) &r korrelationen hog och linjér regression ter
sig realistisk. I b) ger minsta-kvadratmetoden en vagrit linje genom de tva mittersta
punkterna, men t.o.m. pa “’fri hand” skulle man kunna anpassa flera rita linjer, i olika
riktningar, som kénns lika troliga; linjér regression &r inte realistisk i detta senare fall!

a) p=084 b) p=0

Figur 9.2. Exempel pd stark resp. obefintlig korrelation

Tyvérr ser man ofta analyser baserade pa linjar regression dér korrelationen r 1 stort
sett obefintlig. Dérfor bor korrelationskoefficienten alltid beréknas och redovisas
tillsammans med skattningen av regressionslinjen.

Exempel 9.9: Berdkna korrelationskoefficienten for data i Exempel 9.8.
Losning: Formel 8.24 ger:

D €y 0 ) BN ¥
: JZ@?JYJZQ¢WY J28400,1243

vilket gor den linjdra regressionen klart meningsfull.

~0,9381

Att a=Y om man subtraherar X fran alla x-virden sig vi i Exempel 9.8. Man kan
dessutom visa att:

bh=p M) 8.25
" u(x)
och sammantaget
y=F+p, 4 (o _ %) 8.26
u(x)
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vilket dr en enkel formel som endast utnyttjar de fundamentala storheterna x, y, u(x),
u(y) och p . Vidare framgar sambandet mellan korrelation och regression, genom

att korrelationskoefficienten finns med i formeln for linjdr regression. Var tumregel
sedan tidigare ger att det ar meningsfullt att fortsdtta berdkningarna bara om ‘ pxy‘ >0,7

Exempel 9.10: Berdkna regressionslinjen i Exempel 9.8 med formel 8.26.
Losning: Utgdngsvirdena dr x =2003; ¥y =a =678 600 SEK; u(x)=+/28/6 =2,160
ar; u(y) =10°/0,1243/6 ~ 143 900 SEK; p _ =0,9381. Det ger:

143900
2,160

dvs. samma resultat som 1 Exempel 9.8.

v =678 600+0,9381

(x—2003) = 678 600 + 62 500-(x — 2003) SEK

9.4 Exempel pa MK-skattning: dubbel knutpunkt i ett
héjdnit
Lat oss nu rdkna ett tilldimpningsexempel som innefattar samtliga steg i berdkningen
och samtliga storheter som har definierats i detta kapitel; som en sorts sammanfattning.

Exempel 9.11: Berdkna nedanstdende avviagningsnit och samtliga tillhorande kvalitets-
uppgifter.

101 I
\ —,
I
102
W 104

103 v
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Mitningar
Téag nr | Fran | Till | Taglingd | Vikt | Avvigd héjdskillnad
(km) (meter)
I 101 2 6,5 0,154 13.063
II 1 102 3,5 0,286 -4,579
111 2 105 4,5 0,222 6,724
v 1 103 3,5 0,286 -7.857
A% 1 2 2,5 0,400 6,117
VI 2 104 2 0,500 3,913
Ingdngsdata:
Kénda hojder
Punkt | H (meter) | Punkt | H (meter) | Punkt | H (meter)
101 95,435 | 103 94,516 | 105 115,213
102 97,786 | 104 112,400
Losning: Vi stdller upp foljande ekvationer:
F[z =l +H, +v
_[:[1 =1, —H,,+v,
—H,=1,—H,;+v,
—H, =1,—H,;+v,
—FII +I§72 =1 +v
—H, =1l;—H,, +v;
I matrisform blir dessa:
Ax=1+v
=
0 1 108,498 v,
-1 0 —-102,365 v,
0 —1|(H ) |-108.489 v
-1 0 |\A,) |-102.373 | |v, |
-1 1 6,117 Vs
0 -1 —-108,487 Vs
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0,154 0 0 0 0 0
0 0,286 0 0 0 0
P 0 0 0,222 0 0 0
0 0 0 0,286 0 0
0 0 0 0 0,400 0
0 0 0 0 0 0,500

vilket ger normalekvationerna:
0,972 -0,400 I-AI1 _(56,108268
0,400 1,276 ){ 7, | | 97,48355
Vi berdknar forst inversen:

1 (1,276 0,400}_(1,181184 0,3702771)

(ATPA)' =———
1,0802721 0,400 0,972 10,3702771 0,8997734

och sedan de obekanta:

A, e 1,181184  0,3702771)(56,108268) (102,370115
.= (ATPA)'ATPI= = m
0,3702771 0,8997734 )| 97,48355 ) |108,488712

H2

Forbéttringarna blir:

0 1 108,498 —0,009288

-1 0 -102,365 —0,005115

R 0 -11(102,370115 —108.489 0,000288
v=Ax-l& - = m

-1 0 [\108,488712 -102,373 0,002885

-1 1 6,117 0,001597

0 -1 —108,487 —0,001712

Det ger oss viktsenhetens standardosikerhet till:

8
T pivi
v Pv i=1 -3
uP=1/ 62 = 5 =0,0050648/2=0,0025324 =2,5324-10"m

dvs. u,~2,5 mm. Formel 7.14 ger dirur métningarnas standardosidkerhet som

up/\p,,alltsd 2,5mm/~km .

Nu kan vi beridkna hela varians-kovariansmatrisen.
w(H)  u(H,,H)

u(HzaHl) uz(Hz)

1,181184 o,3702771j

=us(A"PA)! =
Q; =u;( ) { 0,3702771 0,8997734

]:(2,5324-10—3)2(

L[ 7575 2375
= m
2,375 5,770
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Och vi far:
u(H,)=+7,575-10° =2,752-10° m ~ 2,8 mm
u(H,)=~/5,770-10° =2,402-10° m ~ 2,4 mm
_ u(A,H,) 2,375-10°° N
o= w(H,)-u(H,)  2,752:107.2,402-10°
u(A, - A, )=\/(1 -1)Q, (_IJ =/8,595-10° =2,932-10° m ~2,9 mm

Sammantaget: Hojderna pa de nya punkterna skattas till 4, =102,370m ( u(I:I =28
mm) respektive H, =108,489 m (u(]:I ,)=2,4 mm). Mitningarnas standardosédkerhet

skattas till  2,5mm/~/km . Korrelationskoefficienten mellan skattningarna av
nypunkterna dr p=0,36 och standardosékerheten i hdjdskillnaden mellan dem &r

u( A, - f,[) =2,9 mm.

Om ﬁ1 och H , hade varit okorrelerade hade skillnadens standardosékerhet varit (jfr
Exempel 9.7):

u(|1f1l ~H,)= \/(1)2u2(1:11) + (12U (H,) =(1)*-2,752% +(=1)? -2,402* ~3,7 mm

Men p.g.a. den positiva korrelationen sa blir osdkerheten i skillnaden hér nagot mindre.

Négot som tydligt framgar av exemplet dr att man bor vara generds med antalet siffror
under berdkningarnas gang — sérskilt vad géller berdkningen av de obekanta och sadana
parametrar som ingar i de fortsatta berdkningarna. Avrundning bor vara det allra sista
man gor. Betrdffande skalningen av ekvationssystemet finns det vil ocksa en del i
ovrigt att onska — men mer om detta 1 ndsta avsnitt.

9.5 Narmevarden och linjarisering

I det avslutande avsnittet beror vi nagra aspekter pa minsta-kvadratmetoden, som ligger
pa grinsen till vad som var tdnkt att ingd 1 detta kompendium. S& det ar delvis att
betrakta som “6verkurs”: kontentan ar viktig att kinna till men kanske inte alla detaljer.
Formlerna i detta avsnitt terfinns darfor inte i formelsamlingen.

9.5.1 Narmevarden

Vi sag 1 Exempel 9.11 att ekvationssystemet behdvde skaleras. I avsnitt 9.3 gick vi
igenom tva metoder att gora det: subtrahera ett medelvérde och byta enhet. Hiar kommer
en mer generell metod, som egentligen dr en variant av de bada foregdende: att infora
ndrmevdrden pa de obekanta.

Lat oss skriva om observationsekvationerna 8.6 pa foljande sétt:
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A, +dX)=1+v AdX=1-Ax, + v AdX=A+V

- 8.27
A4, ... A4, )\ dx A v,
s N =i |+
Anl Anm dj&m ﬂ’n Vn

dir x, &r ndrmevirden pd xoch dX é&r de tillskott till nirmevirdena som skattas i
utjdmningen, sa att

X=X, +dX 8.28
Storheten

L=1-Ax, 8.29

bendmns mdtningsrest. Vanligen byter man samtidigt enhet pa métningsresten.
Losningen blir (jfr formel 8.13):

A"PAdk = A"PL < di = (ATPA)' AP 8.30
varefter formel 8.28 ger svaret.

9.5.2 Ett alternativ till viktsmatris

Enligt formel 7.13 giller att p, =1/u>(l). I matrisform kan det skrivas

P= Q-2 = Q_IQ-] 8.31
=
1 1 1
o) e Ol 0w 0
u’(l,) u(l,) u(l,)

Ett vanligt sitt att ersdtta hanteringen med viktsmatris &r att dividera varje observations-
ekvation med resp. métnings standardosidkerhet, vilket innebidr att de ursprungliga
observationsekvationerna 8.6 dvergar i normerade observations-ekvationer:

Q'AX=Q'1+Q've Ax=1+vV, 8.32
med normalekvationerna (jfr 8.8 och 8.13):

ATAx=ATT< ATQ'Q'AR=ATQ'Q1 =

8.33
ATQ?AX=A"Q’1 < A"PAX=A"PI
och I6sningen % =(ATA,)"'Afl=(A"PA)"' A"Pl. Forbittringarna blir:
Qv. =Q(A.8-1.) = QQ'v=0QQ'A% - QQ"'l & v = Ak-1 8.34

dvs. man gar tillbaka till ursprungsekvationerna eller ocksd multiplicerar man de
forbattringar man far ur utjimningen med motsvarande métnings standardosékerhet.
Viktsenhetens standardosédkerhet ges av (jfr 8.9 och 8.14).
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T TA-14-1 T2 T

* * P
uP:\/VV=\/VQQV=\/VQV=\/V v 235

n—m n—m n—m n—m

Exempel 9.12: Berdkna avvégningsndtet 1 Exempel 9.11 m.h.a. ndrmevirden och
normerade observationsekvationer.

Losning: Vi berdknar ndrmevirdena genom att anvianda tag [ och II:
H,=H,,—-1,=102,365
H,=H, +I =108,498

Det ger enligt formel 8.27:

Adx=1-Ax, +v& AdX=h+v

=

0 1 108,498 ) (0 1 "
-1 0 ~102,365| [ -1 0 v,
0 -1 {dﬁlJ_ ~108.489 [ | 0 -1 [HM}L v,
-1 0 |(am,) |-102373| |-1 0 (\H,) |v,
-1 1 6,117 -1 1 v,
0 -1 ~108,487) (0 -1 v,
=

0 +1 0,0 12

-1 0 0,0 | |

0 -1 (dﬁlJ_ 0.9 | v

-1 0 |af, ) |-0.8] |v

-1 +1 -1,6 Vs

0 -1 11 v,

dér enheten for métningsrest och forbéttringar har dndrats till cm, vilket innebér att dven
dH, och dH, kommer att fi cm som enhet.

For divisionen med standardosdkerheten véljer vi formeln vi fick i Exempel 9.11:
u(l)= =2,5mm/~Nkm = 0,25cm/~km , dvs.

1 1,569 0 0 0 0 0
0 0 2138 0 0 0 0
1 Lll ’
e . 0 ~ ) . | o 0 1,886 0 0
0 o o o0 0o 0 2138 0 0
Oes 0 0O 0 0 0 250 0
u(ly)
0 0 0 0 0 2,828

Det ger de normerade observationsekvationerna 8.32:

Q'Ax=Q'1+Q've AX=1+vV,
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=
0 1,569 0,0000 | (v,
2,138 0 0,0000 | | v,
0  -1,886 [dﬁlJ_ 16974 | | v,
2,138 0 |lad,) |-L7104 | | v,
2,530 +2,530 —4,0480 | | v.,
0 -2,828 3,1108 ) |,

och normalekvationerna 8.33:
ATA dx = ATl < A"PAdXx=A"P1
=

15,543 -6,401\( dH, | ( 13,8983

~6,401 20,417 )\ qf7, ) |-22,2401
dH, 1 (20,417 6,401)( 13,8983 ) (0,5116 0,5
di, ) 2763686\ 6,401 15,543 )(-22,2401) (-0,9289) (0,9

De definitiva hojderna blir alltsi: H, = 102,365+0,005 = 102,370 m och H, = 108,498-
0,009 = 108,489 m, dvs. samma resultat som i Exempel 9.11.

med losningen:

De normerade forbéttringarna berédknar vi ur

Vi 0 1,569 0,0000 —-1,4574
Viy -2,138 0 0,0000 —-1,0938
) Vig 0 —1,886 |(0,5116 1,6974 0,0545
v.=AX-1 & = _
Vig -2,138 0 —-0,9289 -1,7104 0,6166
Vis -2,530 +2,530 —4,0480 0,4035
Vi 0 -2,828 3,1108 —-0,4839

Genom multiplikation med resp. standardosédkerhet (formel 8.34) far vi:

-0,929
0,512
0,029
0,288
0,160
-0,171

v=Qv, = cm

Aterigen samma resultat som i Exempel 9.11. Viktsenhetens standardosiikerhet ges av
formel 8.35:

4,10

T T
2 VPV:V*V*z ’4 ~1,025;

Up =

u, ~+/1,025 ~1,0

n—m n—m
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Att vi far u, =1,0 beror pd att vi som indata vid normeringen anvédnde de standard-

osdkerheter som vi fick som utdata i Exempel 9.11. Vi anvinder sé att sdga facit som
indata. Overhuvudtaget &r u, en bra indikator pa att de antagna standard-osikerheterna

ar korrekta ndr man sétter vikter enligt formel 8.31. Vérden skilda fran ett visar att
motsdkerheten dr hogre (u, >1,0) eller ldgre (u, <1,0) dn vad som antagits. Det kan

bero pa en generell skillnad eller pa att enskilda métningar avviker, t.ex. p.g.a. grova
mitfel. Om u, = 1,0 bor antagandena kunna betraktas som korrekta.

Nu kan vi beridkna hela varians-kovariansmatrisen.

W’ (H,) u(ﬁl,ﬁz)J_ 1,025 (20,417 6,401}
w(H,, H) u*(H,) 6,401 15,543

. =u(ATPA)' = =
Qi =u( ) ( 276,3686

0,0757 0,0237 ) o[ 7,57 2,37) ,
= cm- =10 m
0,0237 0,0576 2,37 5,76

Dvs. resultatet &r samma som 1 Exempel 9.11 dnnu en géng. Sammantaget: metoderna
ger samma resultat, men i1 denna senare metod krdvs féarre signifikanta siffror i
berdkningarna eftersom ekvationssystemet har en bittre skalning.

9.5.3 Linjarisering

Hittills har alla ekvationer forutsatts utga fran linjdra funktioner. Det dr darfor som det
i exemplen har handlat mycket om hdjdnit, som é&r linjéra till sin struktur. Plana
stomndt, sdsom triangelnat, ar inte det. En typisk olinjdr funktion ér ett avstand berdknat
ur dndpunkternas koordinater, som ger foljande observationsekvation for en avstdnds-
matning fran punkt A4 till B (jfr formel 6.3)

dAB(NA’EA’NB’EB):\/(NB_NA)2+(EB_EA)2 = 8.36

=VAN? +AE? =[+v
Genom Taylorutveckling kan vi approximera den olinjdra funktionen med ett linjért
uttryck:

dyp(N,E Ny, Eg) =

o, + %% gy O gy O gy O gy 8.37
ON, OF, ON, OE,
dar
l, =\/(Nog -N,,) +(E;—E,,)’ =\/AN(,2 +AE; 8.38
och N,,,E, ,,N,E,; arnidrmekoordinater for &ndpunkterna.

Derivatorna ar

5dAB__AN0. 5dAB__AEo. 5dAB_ANo. §dAB_AE0 839
SN, I~ OE, I 7 6N, L ° '

o [}

vilket ger de linjdra observationsekvationerna:
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_ANo g BB g (ANe g (BB e gy 8.40
lO lO lO 10

dir A=/-I[ &r mitningsresten. Ndr man bildar normalekvationerna tillimpar man

dessutom tekniken med att dividera med standardosdkerheten enligt avsnitt 9.5.2. Om
man har dalig kunskap om nidrmevirdena kan utjamningsberdkningen behdva upprepas
— med successivt forbdttrade ndrmevirden tills systemet konvergerar, dvs. tills
storheterna dN ,, dE,, dN,, dE, ar noll.

Exempel 9.13: Berdkna koordinaterna for den fria stationen 10 ur de fyra avstinds-
matningarna  fran  ndrliggande  brukspunkter.  Stationens nédrmekoordinater
(Noig> Eyyo) = (300, 300) m.

Kanda punkter N
Mitdata
Punkt | N(m) | Em) || gean | Till Avstand Standard-
nr. (meter) osiikerhet
100 | 500,000 | 100,000 (cm)
100 10 282.815 1.5
200 | 500,000 | 500,000
200 10 282,843 1.5
300 | 200,000 | 400,000 | [300 o 141,407 0
400 | 200,000 | 200,000 400 10 141,432 1,0
100 200
10
400 300

Losning: Vi berdknar forst derivator och métningsrester. Vi viljer cm som enhet for
matningsresten — och standardosdkerheterna — for att f4& en bra skalning av
ckvationssystemet. Hir har vi bara tvd obekanta: dN,, och dE|,.

Fran | Till AN, = AE, = [, = od od A=1-1,
=N Till N Fran | — Emz - EFrdn =./AN 02 +AE j ON. Till o Emz
100 10 -200 200 282,84271 -0,7071 | 0,7071 -2,771
200 10 -200 -200 282,84271 -0,7071 | -0,7071
300 10 100 -100 141,42136 0,7071 | -0,7071 -1,436
400 10 100 100 141,42136 0,7071 0,7071
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Det ger oss observationsekvationerna:
—0,7071dN,, +0,7071dE,, = -2,771 +v,
—0,7071dN,, —0,7071dE,, = 0,029+ v,
0,7071dN,, —0,7071dE,, = —1,436 +v,

0,7071dN,, +0,7071dE,, = 1,064 +v,

som efter division med resp. mdtnings standardosékerhet Overgér i normerade
observationsekvationer:

Q'Adi=Q"1+Qv

<~
-0,4714 +0,4714 -1,847 Viq
) ~0,4714 —0,4714 |(dN,,)| |+0,019| |w,
A*dx = }‘-* + V* <:> n = +
+0,7071 —0,7071 dE,, —-1,436 Vig
+0,7071 +0,7071 +1,064 Vi

(jfr formel 8.32). Normalekvationerna blir:

1,4444 0 \(dN,)| (0,5987
01,4444 )\ gi, ) 0,881

dN,, | (0,414
.= cm
dE,, 0,615
dvs. samma enhet som maétningsresten och standardosidkerheterna. Koordinaterna pa
den fria stationen 10 blir alltsa:

]\710 N, leO 300,00414 300,004

= + = ~ meter

E, E,, dE,, 300,00615 300,006
Forbéttringarna kan berdknas ur det olinjdra sambandet (10.36), med de nyss skattade
koordinaterna for punkt 10 i stillet for de ndrmekoordinater som anvédndes vid

berdkning av maitningsresten. Det gir ocksa att anvdnda det linjdriserade
ekvationssystemet 10.40 eller dess normerade variant.

Duvs.

med l6sningen

v=+JAN?*+AE* -1
=
v, =282,84413-282,815=2,913 cm

v, =282,83544 282,843 =-0,756 cm
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v, =141,41994 141,407 = 1,294 cm
v, =141,42863-141,432=-0,337 cm

eller
v, =AdX—h = Qv, =Q(Q'AdX—Q M) = Adk— L=V
=

v, =1,942=v =1,5-1,942=2,913 cm
v, =—0,504 = v, =1,5-(=0,504) = 0,756 cm
vy =1,294=> v, =1,0-1,294 =1,294 cm
v, ==0,336 = v, =1,0-(=0,336) =—0,336 cm

Att de tva berdkningsvdgarna ger samma resultat visar att ndrmekoordinaterna var
tillrackligt bra.

Viktsenhetens standardosakerhet skattar vi till

4 4
SV Dv
u, =3 T 282712 aag w2 = 2,006
n—m n—m 4-2

vilket ger varians-kovariansmatrisen

1 0
1,4444 _(2,012 0 ]
L=

up(ATA)" =up(ATQ7A)! = u, (ATPAY! =2,906
p(AAL)T =up(ATQTA) =u( ) 0 2012

1,4444

Dvs. u(N,)=u(E)=2.012 ~ 14 cm. Uttrycket Ju’(Ny)+u’(Ey)
=4/2,012+2,012 = 2,0 cm bendmns standardosdkerheten i plan (se Tabell 8.3).

Dags att reflektera: Viktsenhetens standardosikerhet blev 1,70, dvs. métosékerheten &r
hogre &dn vad vi antog. Det ligger precis under grinsen i HMK (ddr bendmnt
“grundmedelfel”, gamla HMK-Stommaétning Tabell A.7, 2 &verbestimningar,
gransvérde 1,73). Standardosédkerheten i plan, 20 mm, ligger 6ver HMK-grénsen for
bestdmning av brukspunkter med fri station (dir bendmnt “punktmedelfel”, gamla
HMK-Stommatning Tabell A.15, gransvirde 14 mm). Dessutom ar forbéttringen till
det mitta avstdndet 100 — 10 ganska stor, 29 mm. Den maétningen skulle definitivt
flaggas for "grovt fel” av en statistisk felsokningsalgoritm.

Slutsatsen blir ommaétning! Den flaggade méatningen (100 — 10) &r troligen orsaken till
det bristfélliga resultatet.

I hanteringen av olinjira samband betriffande vinkelmitning ingér ytterligare en
komplexitet: att vinkelenheter maste konverteras till radianer — men det far bli &mnet
for en fortsattningskurs 1 detta amne.
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Status: Kapitlet reviderades 2021 (men bara mindre dndringar gjordes).

Listips: Det svenska standardverket vad géller matrisalgebra 1 samband geodetiska
minsta-kvadratberékningar dr Bjerhammar(1973). Den dr dock skriven pa engelska,
men den svensksprakiga foregangaren Bjerhammar(1967) ér slut pa forlaget. Ha HMK-
Stommatning till hands vid ldsningen av kapitlet.
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10 GNSS

GNSS (Global Navigation Satellite Systems) é&r ett samlingsnamn for alla
satellitbaserade navigeringssystem. Idag (2021) finns det fyra sadana system: det
amerikanska GPS (Global Positioning System), det ryska GLONASS (GLObal
NAvigation Satellite System), det kinesiska BEIDOU och det europeiska GALILEO.
Forutom navigering kan dessa system &dven anvdndas for noggrann positions-
bestimning, d.v.s. for satellitmdtning. Detta kapitel forklarar grundldggande principer
for satellitmdtning, uppbyggnad av GNSS, felkdllor och matematiska modeller for
positionsbestimning m.h.a. satellitmétning.

Vissa termer har markerats 1 avsnittet; dessa forklaras i ordlistan i slutet av kapitlet.

10.1 Grundlaggande princip for satellitmatningar

Den grundldggande principen for satellitmitning kan jamforas med principen for
inbindning. Vid inbindning bestimmer man horisontella koordinater for totalstationen
genom att mita avstaind mot minst tvd stompunkter. Avstandet mits genom att mita
den tid det tar for en laserpuls att dka frén instrumentet till en maltavla och tillbaka. Vid
satellitmatning bestimmer man 3D-koordinater for en mottagare som maéter avstand
mot minst fyra satelliter, vilka betraktas som kénda stompunkter. Avstdndet bestdms
genom att médta gangtiden for satellitsignalen. Géngtiden bestdms som skillnaden
mellan mottagningstiden (mits av mottagarens klocka) och tiden som signalen
skickades fran satelliten (mits av satellitens klocka). Den bestdmda gangtiden péaverkas
av synkroniseringsfel mellan klockorna. Detta tidsfel &r lika stort for métning mot alla
satelliter, eftersom det dr bara mottagarens klocka som gér fel”; satelliternas klockor
ar noggranna atomklockor som &r synkroniserade mot varandra. Synkroniseringsfelet
orsakar fel 1 de bestdmda avstanden och det maste berdknas (skattas) tillsammans med
koordinaterna. Av denna anledning behdver man méta avstdndet mot minst fyra
satelliter (for att skatta 3 koordinater + 1 synkroniseringsfel) —se Figur 10.1.

Figur 10.1. Principen for satellitpositionering liknar inbindning. a) Totalstationen (GNSS-mottagaren) P
mdter avstand mot tre stompunkter (satelliter). Koordinaterna for P bestdms genom inbindning. b) Alla
avstand dr behdftade med samma fel 6 som mdste skattas tillsammans med koordinaterna for P. 6 kan vara
en obekant prismakonstant vid totalstationsmditning och & dr ett synkroniseringsfel (=mottagarens klockfel)
vid satellitmdtning. Observera att detta dr en 2D-illustration. I realiteten dr cirklarna i a) sfirer och man
behover mdta mot minst 4 satelliter for att bestdmma 3D-koordinaterna och synkroniseringsfelet o.

Den grundldggande observationsekvationen for satellitmitning kan forklaras m.h.a.
Figur 10.2. Mottagarna méter avstanden |p| mot tillgédngliga satelliter som har noggrant

bestimda banparametrar. Dirmed kan deras koordinater pS beriknas for varje
mittillfille. Mottagarnas koordinater pm kan berdknas genom att Idsa
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ekvationssystemet? (en ekvation for varje satellit):
p|=|p* —p.| 9.1

Denna princip eller metod bendmns “dynamisk™ eftersom den bygger pa kinda
satellitpositioner. Man kan ocksa utnyttja satelliterna bara som punkter i rymden, utan
att behova berdkna deras koordinater, vilket kallas for “geometrisk” metod. Denna
anvindes redan pd 60-talet for att binda ihop referenssystem pa olika kontinenter.
Metoden, ocksa kdnd som stjdrntriangulering, anvander sig av kameror som
fotograferar satelliterna med stjdrnhimlen som bakgrund. Pa sd sdtt kan man berdkna
en enhetsvektor mellan kamera och satellit. Om man méter samtidigt med tvé eller flera
kameror, kan man dven berdkna enhetsvektorer mellan kamerastationerna. Denna
metod dr inte [dmplig for navigering eller “vardagsmétning” p.g.a. dyr utrustning, langa
observationstider och komplicerad databearbetning. Av bland annat denna anledning
utvecklade bade USA och Sovjetunionen pa 1960- och 70-talet navigeringssystem som
baserade pé den dynamiska metoden. Dessa var néstan uteslutande avsedda for militért
bruk. Mottagarna métte dopplerforskjutningen av satellitsignaler, som ridknades om till
den radiella hastigheten mellan mottagare och satellit. Amerikanska TRANSIT och
ryska TSAKIDA var de forsta satellitbaserade, globala navigeringssystemen som gav
position och hastighet efter bara nigra minuters observationer. Positionsosikerheten
var 100-200 m och tillgdngligheten var inte kontinuerlig — pd vissa stéllen pa jorden
fick man vénta pa satelliterna 1 minuter eller t.o.m. timmar. Det var anledningen till att
utveckla satellitnavigeringssystem som kunde ge battre noggrannhet, global tickning
och kontinuerlig tillgénglighet.

Satellitbana ...,
e, Satellit

Mottagare

Jordyta

Jordcentrum

Figur 10.2. Princip for satellitpositionering. Mottagarens koordinater py bestdms ur mdtt avstdand |p/ och
kéiinda satellitkoordinater p°.

USA beslutade att utveckla ett sadant system 1973. Systemet fick namnet NAVSTAR
GPS (NAVSTAR = NAVigation System with Timing And Ranging) och var designat

som ett militdrt system. Det oppnades dock upp for civila anvéndare 1983 efter en
incident med ett koreanskt flygplan som skjutits ned p.g.a. felnavigering 6ver forbjudet

4 Fler detaljer i kapitel 10.6
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sovjetisk luftrum. All teknisk dokumentation (eng. interface control documents) om den
civila GPS-signalen &r publicerad, s4 vem som helst kan bygga och anvinda GPS-
mottagare utan nagot tillstand eller nagra avgifter. Dokumenten kan laddas ned fran den
officiella GPS-webbsidan. Forsta GPS-satelliten skots upp 1979 och systemet
forklarades komplett (’Full Operational Capability””) 1995. Som redan namnts utnyttjar
alla andra GNSS samma positioneringsprincip, men det finns vissa implementerings-
detaljer som dr olika mellan systemen, t.ex. signalfrekvenserna, arbetsreferens-
systemen, satellitbanparametrarna o.s.v. Avsikten hér &r inte att beskriva alla dessa
detaljer for alla GNSS, utan bara det viktigaste for att illustrera principen.

10.2Uppbyggnad av GNSS
Ett GNSS bestar av tre delar eller ”segment”:
e Rymdsegmentet — satelliter
e Kontrollsegmentet — sparstationer, ledningscentral

e Anvindarsegmentet — GNSS-mottagare.

10.2.1 Rymdsegmentet

Rymdsegmentet for ett GNSS bestar av ett antal satelliter som kretsar runt jorden i
forbestdmda banor. Tabell 10.1 visar antalet satelliter, medelflyghdjd, inklination och
antalet frekvenser for individuella GNSS. Antalet satelliter kan variera, eftersom
systemen moderniseras kontinuerligt, nya satelliter skickas upp medan de gamla
fortfarande fungerar. Varje GNSS har valt antal satelliter och en konfiguration som
garanterar att det overallt pa jorden alltid syns minst fyra satelliter, vilket &r minimum
for 3D-positionering. Satellitbanorna &r elliptiska med liten avplattning, vilket gor att
flyghdjden inte varierar mycket. Omloppstiden dr ca 12 timmar och darfér upprepas
satellitgeometrin observerad fran en viss plats efter ca 24 timmar. Satellitbanorna ligger
1 ett plan som lutar mot ekvatorsplanet; lutningsvinkeln kallas inklination. Eftersom
denna vinkel ligger mellan 55 och 65 grader, finns det ett ”hal” , d.v.s. ett cirkuldrt
omrade pa himlen dér det aldrig finns ndgra GNSS-satelliter. Vid nord- och sydpolen
finns detta “hal” runt zenit och det foOrflyttar sig norrut om man flyttar
observationsplatsen sdderut fran nordpolen — se Figur 10.3. En praktisk konsekvens for
anvédndare i Sverige dr att man bor vilja sddana platser for GNSS-métningar dér det inte
finns négra hinder (byggnader, trad...) séderut. Objekten norr om observationsplatsen
kommer inte att pdverka mitningen pa ett signifikant sétt.

Tabell 10.1. Rymdsegment for olika GNSS.

GPS Galileo GLONASS Beidou
Antal satelliter | 30 30 24 32
Flyghojd [km] | 20 200 23200 19 100 21 500
(medel)
Inklination [°] | 55 56 65 55
Antal civila | 3 4 3 4
frekvenser
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270°

270° £

Figur 10.3. GNSS-satellitbanor ritade for olika breddgrader: a) nordpolen (09, b) Stockholm (599, c)
Athen (389, d) ekvatorn (90°). Varje linje representerar en GNSS-satellitbana under ett dygn. Cirklarna
representerar hijder 6ver horisonten och linjerna representerar syd-norr och vist-6st riktning.

GNSS-satelliten &r en plattform som bdr radiosdndare/mottagare, noggrann
atomklocka, datorer och annan utrustning som behdvs for satellitstyrning.
Atomklockan generar en mycket stabil frekvens, den s.k. fundamentalfrekvensen fj.
GPS-satelliterna anvénder till exempel fop = 10,23 MHz och den ligger till grund for tre
bdrfrekvenser: L1 = 154 fy = 1575,42 MHz (véaglangd A; = 0,19 m), L2 = 120fy =
1227,60 MHz, (vaglingd A2 = 0,24 m) och L5 = 115 fp = 1176,45 MHz (vaglangd A5 =
0,25 m). Bérfrekvenser for alla GNSS finns t.ex. 1 ESA Navipedia. Pa barfrekvenserna
moduleras digitala datastrommar: koder for avstindsmitning (t.ex. C/A-kod och P-kod
for GPS) och ett navigeringsmeddelande. Varje datastrdm dr en sekvens av binira ettor
och nollor som kodar informationen. Koder for avstindsmétning anvinds for att
b