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Sammanfattning

Traditionella referenssystem &dr uppdelade i plan och hojd eftersom
olika métmetoder har anvints for bestimning i plan (ldingd- och
vinkelmétning) respektive i hojd (avvagning). I och med GPS-
tekniken har en ny méatmetod introducerats ddr punkternas lage
bestams i tre dimensioner, d.v.s. bdde i plan och hojd samtidigt.

Vid noggrann GPS-mitning i Sverige erhalls primart hojder ver
ellipsoiden i SWEREF 99. For omrékning till RH 70 anvands
hojdkorrektionsmodellen SWEN 01L, som korrigerar for
geoidseparationen samt for landhojningen mellan epokerna for

RH 70 respektive SWEREF 99. Hojder erhallna genom GPS-métning
och korrektion med SWEN 01L uppvisar avvikelser (restfel) fran
hojder bestimda genom avvéagning fran fixar i RH 70.

Detta examensarbete syftar till att forbattra hojdmétning med GPS
genom att jamfora och utvardera interpolationsmetoder for
restfelshantering av hojdkorrektioner pa nationell och lokal niva.

Arbetet dr delat i tva delar, teori och numeriska tester. Teoridelen
behandlar geodetisk teori och interpolationsmetoder. I numeriska
tester jamfors kriging-interpolation och bilinjdr interpolation med
interpolering i Delaunay-trianglar bade pa nationell och lokal niva.
Kriging-interpolation utfors i Idrisi32 och bilinjdr interpolation i
Microsoft Excel. Interpolering i trianglar gjordes i Gtrans, ett
transformationsprogram som &r utvecklat av Lantméteriet.

Tva numeriska studier dr gjorda. P4 nationell niva anvéndes 3 657
métpunkter och 400 utvarderingspunkter. PPa lokal niva, i Boras
kommun, anvédndes 32 matpunkter och 13 utvarderingspunkter.
Maitpunkterna anvdndes for att skapa rektangulart gitter med
kriging-interpolation och Delaunay-trianglar i Gtrans.
Utvidrderingspunkterna interpolerades i gittret och trianglarna och
jamfordes med riktiga vardet i punkterna.

Bdde pa nationell och lokal nivd indikerar resultatet av de numeriska
testerna pa att metoderna som anviandes i detta examensarbete for
restfelshantering forbattrar hojdbestimning med GPS. Pa nationell
niva indikerar resultatet att nuvarande metod for restfelshantering i
hojdled med linjdr interpolation i Delaunay-trianglar ger battre
resultat dn kriging-interpolation och bilinjdr interpolation. P& lokal
niva (i Boras kommun) tyder resultaten pa att kriging-interpolation
och bilinjdr interpolation dr anvandbar metod for restfelshantering i
hojdled. Att resultatet dr sa olika pd nationell och lokal niva kan bero
pa data, eventuell storre korrelation av restfel pd nationell niva. Med
tanke pa att underlaget pa lokal niva inneholl relativt fa punkter bor
ytterligare studier genomforas innan nagon sékrare slutsats kan dras.



Nyckelord: Hojdmétning, GPS, restfelshantering, kriging-
interpolation, bilinjdr interpolation, Delaunay-triangulering.



Summary

Traditional reference systems are divided into plane and elevation
because different survey methods have been used for determining in
plane (distance- and angle measurements) respectively in elevation
(leveling). With the GPS-technology a new survey method has been
introduced where the point’s position is determined in three
dimensions, i.e. both in plane and elevation, at the same time.

In accurate GPS-surveying in Sweden are primarily elevations over
the ellipsoid in SWEREF 99 received. For calculating to RH 70 is the
height correction model SWEN 01L used, which corrects for the
geoid separation and the land uplift between the epoch for RH 70
respectively SWEREF 99. Elevation received with GPS-surveying and
correction with SWEN 01L prove to have divergence from elevation
determined with leveling from points in RH 70.

This Masterthesis aims to improve elevation measuring with GPS by
comparing and evaluating interpolations methods for handle
residual of height corrections on national and local level.

This Masterthesis is divided into two parts, theory and numerical
tests. The theoretical part describes geodetic theory and interpolation
methods. In numerical tests, kriging interpolation and bilinear
interpolation are compared with interpolation in Delaunay-triangels
both on national and local level. Kriging interpolation was
performed in Idrisi32 and bilinear interpolation in Microsoft Excel.
Interpolation in triangles was performed in Gtrans, a transformation
program which is developed by Lantmateriet.

Two numerical studies were made. On national level 3 657
measuring points were used and 400 test points. On local level, in
Boras municipality, 32 measuring points were used and 13 test
points. The measuring points were used for making rectangular grid
with kriging interpolation and Delaunay-triangles in Gtrans. The test
points were interpolated both in the grid and in the triangles and
were compared with the right value in the points.

Both on national and local level indicates the results of the numerical
tests that the methods which were used in this thesis for handle
residuals improve elevation measuring with GPS. On national level
indicates the results that the present method for residual handles in
elevation with linear interpolation in Delaunay-triangles gives better
result than kriging interpolation and bilinear interpolation. On local
level (in Bords municipality) the results indicate that kriging
interpolation and bilinear interpolation is useful for residual handles
in elevation. That the results are so different on national and local
level can depend on data, possible bigger correlation on national
level. The study on local level contained relatively few points,
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therefore further studies are required before any certain conclusion
can be made.

Keywords: Leveling, GPS, residual handle, kriging interpolation,
bilinear interpolation, Delaunay-triangulation.
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Interpolationsmetoder for
restfelshantering i hojdled

vid h6éjdmitning med GPS

1 Inledning

1.1 Allmint

Detta examensarbete har gjorts pa uppdrag av I-divisionen Geodesi,
Lantmateriet, Gavle. I-divisionen Geodesi ansvarar for att ta fram nya
metoder for geodetiska méatningar och for geodetiska referenssystem.

1.2 Bakgrund

Traditionella referenssystem &dr uppdelade i plan och hojd eftersom olika
méatmetoder har anvénts for bestimning i plan (ldangd- och vinkelmétning)
respektive i hojd (avvagning). I och med GPS-tekniken har en ny méatmetod
introducerats diar punkternas ldge bestdms i tre dimensioner, d.v.s. bade i
plan och hojd samtidigt.

Utvecklingen inom satellittekniken har inneburit nya mojligheter att utféra
positionsbestamning noggrant dver langa avstdnd. Médnga nya tillaimpningar
ar helt baserade pa satellitteknik och inom traditionella tillampningar 6ppnar
tekniken nya mojligheter. Teknikens tredimensionella art stéller dock krav pa
gemensamma referenssystem i bade plan och hojd.

Vid noggrann GPS-mitning erhélls primért hojder 6ver ellipsoiden i
SWEREEF 99. For omrakning till RH 70 anvands hojdkorrektionsmodellen
SWEN 01L. Punkter erhallna genom GPS-métning och korrektion med
SWEN 01L uppvisar regionala avvikelser fran hojder bestamda i RH 70
genom avvagning. Dessa avvikelser kallas for restfel.

Pa lokal niva har mdnga kommuner haft sina egna referenssystem. Med hjalp
av satellittekniken har vissa kommuner skapat nya referenssystem. Vid
transformation mellan olika referenssystem uppkommer avvikelser som
behover hanteras.

I dag anvdnder Lantmiteriet programmet Gtrans for interpolation av restfel i
hojdled. Gtrans anvander hdr interpolering med hjdlp av Delaunay-trianglar.

15
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13 Syfte

Detta examensarbete syftar till att forbattra hojdmédtning med GPS genom att
jamfora och utvardera interpolationsmetoder for restfelshantering av
hojdkorrektioner pa nationell och lokal niva.

14 Metod

Arbetet dr indelad i tva delar, teoridel och numeriska tester. Teorin &r i sin tur
delad i tva delar, geodetisk teori och interpolationsteori. Litteraturstudien i
geodetiska delen var for att fa kinnedom om de restfel som skall interpoleras.
Det ar viktigt att ha dessa egenskaper for att vilja interpolationsmetoder.
Sedan gjordes litteratursokning av befintliga interpolationsmetoder. Utifran
dessa teoretiska studier gjordes val av interpolationsmetoder for de numeris-
ka testerna. I de numeriska testerna utférdes interpolation pa nationell niva
respektive lokal niva. Till denna studie erholls data fran I-divisionen Geodesi,
Lantmaiteriet. P4 nationell niva anvandes 4 057 punkter ddrav 400 som
anvandes som utvdrderingspunkter. De 6vriga 3 657 punkter anviandes for att
skapa gitter och triangelnat. P4 lokal nivd anvandes 13 utvarderingspunkter
och 32 punkter for att skapa gitter och triangelnét. Efter interpoleringen
jamfordes de interpolerade virderna med de riktiga viarderna i utvarderings-
punkterna pa nationell niva respektive lokal niva.

1.5 Rapportutformning

Rapporten bestdr av tre delar, teori, numeriska tester samt diskussion och
slutsatser.

Forsta delen bestdr av tva kapitel. I kapitel 2 beskrivs referenssystem,
ellipsoider, geoid, hojdbestamning och vertikala férandringar, geodetiska
referenssystem i Sverige samt hur hojder méts med GPS i Sverige och
hojdkorrektioner for hojder méatta med GPS. Kapitel 3 behandlar inter-
polationsteorin allmént, avstandsviktad medelvardesinterpolation, bilinjar
interpolation, linjdr interpolation i ett nét av trianglar och ndgra metoder som
ar speciellt intressanta for denna tillampning: B-spline, kriging-
interpolationsmetod, ndrmaste-granne-interpolationsmetod.

Andra delen handlar om numeriska tester. I kapitel 4 interpoleras 400
utvdrderingspunkter pa nationell niva respektive 13 utvarderingspunkter pa
lokal niva i Bords kommun med kriging-interpolation tillsammans med
bilinjdr interpolation och den nuvarande metoden linjdr interpolation i
triangelnat.

Tredje delen bestar av diskussion och slutsatser. I kapitel 5 finns diskussion
for de numeriska testerna och i kapitel 6 dras slutsatserna.



Bilaga 1 in nehaller ordlista med forklaringar pa ndgra férkortningar och
namn som anvdnds i rapporten. Bilaga 2 innehaller numerisk data for en
rasterbild samt berdkningar for bilinjar interpolation.

2 Geodetisk teori

Syftet med kapitlet dr att ge en bakgrund till vilka fel som kan finnas néar
hojder méts med GPS.

Kapitel 2 handlar om jordens form, hur héjder méts och vad som pdverkar
hojdbestamning. Avsnitt 2.1 ger en 6versikt over ellipsoider, hur de kan
anvandas for att beskriva jorden samt vilka referensellipsoider som anvands i
Sverige. Geoiden beskrivs i avsnitt 2.2 samt sambandet mellan geoidhojds-
system och ellipsoider. Avsnitt 2.3 och 2.4 behandlar hjdbestimning och vad
som paverkar den. I avsnitt 2.5 beskrivs de referenssystem som anvénts i
Sverige. De metoder som anviands vid positionsbestamning med GPS
behandlas i avsnitt 2.6. Avsnitt 2.7 handlar om korrektioner av hojder matta
med GPS.

21 Referensellipsoider

I médnga sammanhang kan det sdgas att jorden &r en sfar med en radie kring
6 371 km. Detta gar utmarkt sa lange noggrannhetskraven &r mattliga men
med storre noggrannhetskrav maste jorden behandlas som en oval ellipsoid
istallet.

Jorden bestar till storsta delen av en seg, trogflytande massa som med tiden
anpassar sig till de krafter som paverkar den. Jorden paverkas av sin egen
gravitationskraft och eftersom den roterar runt sin axel ett varv varje dag
astadkoms en centrifugalkraft. Den far jorden att avplattas vid polerna och
uttdnjas vid ekvatorn, sa att jorden antar en ellipsoidform. Eftersom jorden
roterar runt sin kortare axel dr det bra att beskriva den med en rotations-
ellipsoid (se Figur 2.1). Rotationsellipsoiden bendmns jordellipsoiden eller
bara ellipsoiden. (Ekman, 2002)

Figur 2.1 Jordellipsoiden och dess halvaxlar a (storaxeln) och b (lillaxeln).

(Lantmaéteriet, 2003)
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Jordellipsoidens storlek bestdms av ellipsens storaxel i ekvatorsplanet och
lillaxel langs rotationsaxeln. Jordellipsoiden kan beskrivas av ekvationen

(Eklundh, 2001):

X*+Y? Z°
—a2 + b_z =1 (21)
dar X, Y, Z ar geocentriska kartesiska koordinater och

a respektive b dr halva storaxeln respektive halva lillaxeln.

For att beskriva jordellipsoidens storlek anvands oftast a och avplattningen f
som ges av (Ekman, 2002):
_a-b

a

f (2.2)
Koordinater mdste berdknas pa eller pa ndgot satt knytas till en jordellipsoid.
Numeriska vdarden pd halva storaxeln och avplattningen for den ellipsoid som
anvands maste darfor faststdllas. Den ellipsoid som anvdnds bendmns
referensellipsoiden.

Det finns flera olika sétt att placera ellipsoiden. Detta ger, tillsammans med de
olika val av referensellipsoid som kan goras, upphov till olika koordinat-
vdrden for en och samma punkt. Idag anvdnds geocentrisk placering, d.v.s.
ellipsoidens centrum ligger i jordens tyngdpunkt, i samband med satellit-
positionering. Innan detta var mojligt brukade en speciell punkt véljas, den
geodetiska datumpunkten, i vilken ellipsoiden fixerades sa att den samman-
foll med geoiden dar. Referensellipsoiden och dess placering utgor tillsam-
mans referenssystemets geodetiska datum, se Figur 2.2. I Sverige har framst
Stockholmsobservatoriet anvénts som geodetisk datumpunkt. (Ekman, 2002)

Datumpunkt Referensellipsoid
\ / (placerad med

Geoiden

i (havet)

)

e e e

Referensellipsoid,
geocentrisk

o ———————

Figur 2.2 Geoiden, geocentriskt placerad referensellipsoid och referensellipsoid
placerad med traditionell datumpunkt. (Ekman, 2002, s. 80, bearbetad)



I Sverige anvands framst Bessels ellipsoid frdn 1841 i samband med
referenssystemet RT 90 (och RT 38) och ellipsoiden GRS 1980 for
referenssystemet SWEREF 99 (Jivall m.fl., 2001). GPS-systemet bygger pa
WGS 84-ellipsoiden; denna &r nédstan identisk med GRS 1980-ellipsoiden,
skillnaden &r endast 0,1 mm i halva lillaxeln (Ekman, 1998). I Tabell 2.1 ses de
ellipsoider som anvands mest i Sverige samt deras halva storaxel och
avplattning.

Tabell 2.1.  Jordellipsoider som anvands i Sverige. (Ekman, 1998)

Ellipsoid Halva storaxeln 1/f
Bessel 1841 6 377 397,155 299,152 812 8
Hayford 1910 6 378 388 297,0
GRS 1980 6378 137 298,257 222101
WGS 84 6378 137 298,257 223 563
(GRS 1980)

2.2 Geoid

Om jordens inre massa vore jamnt férdelad skulle viarldshavsytan anta jord-
ellipsoidens form. I verkligheten &r jordens massférdelning inte homogen, sa
havsytan far en mer komplicerad form. P& platser ddr massan blir tadtare i
jordens inre, blir tyngdkraften storre. Variationer i tyngdkraften paverkar
havsytan. En tdtare massa med storre tyngdkraft drar till sig mer vatten vilket
leder till en forhojning av havsytan. (Ekman, 2002)

Den oregelbundna buktiga yta som sammanfaller med varldshavens yta dar
det finns hav och fortsitter in genom kontinenterna, sa den omsluter hela
jorden kallas geoid, se Figur 2.2. Geoiden avviker med upp till 100 m fran
jordellipsoiden. (Ekman, 2002)

Geoidhojder anger geoidens hojd 6ver jordellipsoiden och betecknas med N,
se Figur 2.3. Ett geoidhojdssystem refererar bade till en bestamd geoid och en
bestamd jordellipsoid. Sambandet ges av

N=h-H (2.3)
dar N é&r geoidhojd,

h &r hojden over ellipsoiden och

H ar hojden 6ver havet.

Geoiden aterspeglar ojamnheter i jordens massfordelning vilka orsakar
variationer i tyngdkraftsfdltet. Ojamnheterna i jordens tyngdkraftsfalt brukar
beskrivas i forhallande till normaltyngdkraftfiltet som &r det berdknade
tyngdkraftsfiltet genererat av referensellipsoiden. Eftersom tyngdkraften
varierar beroende hur tit massan dr, uppstdr avvikelser frdn normaltyngd-
kraften. Dessa avvikelser bendmns tyngdkraftsanomalier (Ag). Geoiden kan
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berdknas ur sddana tyngdkraftsanomalier med hjdlp av Stokes formel
(Heiskanen och Moritz, 1990):

N = %jj AgS(y )do (2.4)

dar R &r jordradien,
G dr 9,798 m/s? (medeltyngdkraften 6ver jorden),
y ar vinkelavstand,
S(y) dr Stokes funktion och

j .[ dr integralen 6ver en hel sfar.

Ellipsoid

Figur 2.3 Sambanden mellan hoéjd dver ellipsoiden h, geoidhdjd N och hojd dver
havet H. (Lantmateriet, 2003)

Ett annat satt att bestaimma geoiden &r att méta storningar i satelliters banor.
En satellits bana paverkas av ojamnheterna i jordens tyngdkraftsfilt, sa
satellitens ldge i rymden varierar hela tiden. Med omfattande berdkningar av
dessa satellitbanestorningar kan geoidens form i stora drag fas fram
(Heiskanen och Moritz 1990). Idag anvands kombinationer av tyngdkrafts-
anomalier och satellitbanestorningar for att bestimma geoiden (Ekman, 2002).

En kvasigeoid bygger pa tyngdkraftsmatningar, fast pa ett annat sétt an
geoiden. Kvasigeoiden dr inte en nivayta i egentlig mening. Avstandet till
kvasigeoiden kallas for normalhéjd medan ortometrisk hojd definieras som
avstandet langs lodlinjen till geoiden. (Heiskanen och Moritz, 1990;
Lantmadteriet, 2003)

2.3 Hojdbestimning

Det finns flera metoder for att bestimma hojden for en punkt pa jordytan. Tva
av de vanligaste dr avvagning och GPS-métning.



Avvdgning &dr en enkel men mycket noggrann metod. I princip stills tva
lodrdta graderade stanger upp, pa de tva punkter mellan vilka hojdskillnaden
skall bestimmas. Mittemellan stélls ett horisonterat instrument upp med hjalp
av vattenpass (se Figur 2.4). Med avlédsning av stingernas graderingar fas
hojdskillnaden mellan de tvd punkterna. Avvagningen styrs av geoiden
eftersom vattenpassen kidnner av lodlinjens riktning, d.v.s. normalen till
geoiden. Om avvdgningen borjar vid havsytan, en synlig del av geoiden, fas
hojden 6ver geoiden, som till vardags dr kdnd som hojden 6ver havet.
(Ekman, 2002; Gunnarsson och Ollvik, 2000)

Lodlinjens riktning &r inte bara beroende av positionen pa jordytan utan &r
dven nagot beroende av hojden. Effekten blir olika resultat av avvagningarna
beroende pa vilken vég viljs mellan tvd punkter. Losningen pa detta problem
ligger i att &ven mata tyngdkraften i lagom ldnga delstréckor langs vigen
mellan punkterna. Sen rdknas produkten av hojdskillnaden AH och

tyngdkraften g, geopotentialtalet 4r dd summan av dessa produkter (Ekman,
2002):

C=> gAH (2.5)

déar C &r geopotentialtalet,
g dar tyngdkraften och
AH dr hojdskillnaden.

I ndsta steg gors en utjamning av geopotentialtalet for punkterna och slutligen
berdknas hojderna enligt:

H= g (2.6)

9
déar g dar medelviardet av tyngdkraften langs lodlinjen fran punkten

ned till geoiden.

’ avvigningsrikining |

%_

: ‘ B

1

P

Figur 2.4 Hojdbestamning med avvagning, dar B &r bakatavlasning, F ar
framatavlasning och 4H &r hojdskillnad (B-F). (Lantmateriverket, 1996 a, s. 50,
bearbetad)

Med satellitpositionering (GPS-métning) kan hojden 6ver ellipsoiden
bestammas. Satellitpositionering innebdr métning av gdngtid for radio-
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signaler, som gors helt oberoende av vattenpass och saknar dérfor kontakt
med geoiden. GPS-mitning bygger i sin enklaste form pd samtidig mé&tning
av avstandet till minst fyra satelliter, se Figur 2.5. GPS-métningen ger en
tredimensionell position, d.v.s. latitud (¢), longitud (1) och en hojd 6ver
ellipsoiden som bendmns /1 (Hofmann-Wellenhof m.fl., 2001). For att rakna
om hojden & 6ver ellipsoiden till héjden H 6ver geoiden anvands sambandet
mellan dem, som ges av ekvation 2.3.

Figur 2.5 Positionsbestamning med GPS, dar S1 — S4 ar GPS-satelliter och L1 — L4
ar avstandet fran satelliterna till mottagaren, koordinatsystemet &r geocentriskt.
(Eklundh, 2001, s. 154)

24 Vertikala forandringar

Vertikal positionsbestamning med htg noggrannhet visar att hojder dndras
med tiden. For att 16sa detta problem har man tvingats inféra epoker for
referenssystemen, d.v.s. lasa fast hojderna till vissa artal. For att ta reda pa
hojder for ett annat dr, maste fordndringarna 6ver tiden vara kdnda (Ekman,
2002). Orsaken till dessa @ndringar &r flera. For det forsta lyfts jordskorpan
inom vissa omrdaden. For det andra stiger havsnivdn och for det tredje
paverkas jordens form av solen och manen (Heiskanen och Moritz, 1990).

241  Landh6jningen

Jordskorpans vertikala ldge &r inte konstant utan dndras med tiden. Under
istiden var Norden och Kanada belastad av tjock is som orsakade sjunkning
av jordskorpan ner i den underliggande jordmanteln, varvid den trogflytande
massan flot ut at sidorna. Nar klimatet blev varmare smilte isen och belast-
ningen pa jordskorpan férsvann. Sd sméningom atergar jordskorpan till sitt
ursprungliga jamviktsldge (ndr mantelmassan flyter tillbaka fran sidorna).
Denna process kallas landhojningen efter istiden. I vissa omraden hér i
Sverige hojs jordskorpan upp till 10 mm/ar (Bottenvikskusten) men i andra
omrdden hojs jordskorpan omkring 1 mm/ar (Skédne), se Figur 2.6. (Ekman,
2002)



I Figur 2.6 ges landhojningen i férhdllande till havsytan. Medelhavsytans
vertikala ldge &dr inte konstant, de senaste 100 dren har havsnivahojningen
pagatt med 1 mm/4r. (Ekman, 2002)

Figur 2.6 Landhojningen i mm/ar i forhallande till havsytan 1892-1991. (Ekman,
2002, s. 123)

2.5 Geodetiska referenssystem i Sverige

Traditionellt skiljer man mellan referenssystem i plan och hojd. Avsnitt 2.5.1
ger en oversikt 6ver de plana referenssystem och avsnitt 2.5.2 handlar om
referenssystemen for hojder. Avsnitt 2.5.3 beskriver referenssystem for geoid-
hojder. Andra referenssystem som anvands i Sverige dr de tredimensionella
referenssystem som beskrivs i avsnitt 2.5.4.

251  Horisontella referenssystem

I Sverige finns nagra olika horisontella koordinatsystem, grunddata fran tva
av dem ingdr d@ven i European Datum 1987 (ED 87) som &r resultatet av den
tredje berdkningen av Viasteuropas triangelnit (Ekman, 1998). I Tabell 2.2
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finns nagra av de olika horisontella koordinatsystem som har anvénts i
Sverige samt vilken ellipsoid de har raknats pa och vilket omrdde de tdcker.

Tabell 2.2  Horisontella koordinatsystem som anvands i Sverige. (Ekman, 1998)

Namn Ellipsoid Omrdde
RT 38 och RT P Bessel 1841 Sverige

RT 90 och RT R Bessel 1841 Sverige

ED 87 Hayford 1910 Visteuropa

Det plana referenssystem som anvands mest i dag pa nationell niva i Sverige
ar RT 90 (Rikets Triangelnat 1990). Det anvdnds bland annat for den allmédna
kartldggningen. RT 90 baseras pa den tredje rikstrianguleringen som
genomfordes 1967-1982 och omfattar cirka 3 800 matpunkter samt en del
dldre matningar (Lantmiteriet, 2003). RT 90 dr knuten till Bessels ellipsoid
1841. Det anvander Gauss-Kriigers vinkelriktiga, transversala cylinder-
projektion med medelmeridianen 15°48°29”,8 6st Greenwich (2,5 gon vést,
Stockholms gamla observatorium), forstoringsfaktor 1,0 (innebér att
kartprojektionen dr langdriktig for medelmeridianen), x-tilligg 0 m och
y-tillagg 1 500 000 m, for att fa positiva koordinater vaster om medel-
meridianen.

Kommunala referenssystem dr ofta nagon lokal fortdtning av ett regionalt
referenssystem. I samband med den tredje rikstrianguleringen berdknades
forst koordinater i 12 regionssystem, RT R 01-RT R 12. De anvéander Gauss-
Kruigers projektion for sina plana koordinater, men parametervarden kan
skilja sig ifran RT 90, bdde vad géller medelmeridianens ldge och x- och y-
tilldggen. I mdnga kommuner anvands olika referenssystem i olika delar av
kommunen. Orsaken dr bland annat kommunsammanslagningarna under
1970-talet. P4 grund av detta har vissa kommuner skapat nya referenssystem
med hjalp av satellitteknik. (Eklundh, 2001)

RIX 95 édr ett nationellt projekt som avser dels anslutning av lokala nét for att
etablera overforingssamband mellan kommunala och nationella (globala)
system, for att underlétta utbyte av geografisk information och rationell
anvandning av GPS-teknik, dels en fortdatning och GPS-anpassning av det
plana riksnitet. Darutover ger satsningen ett facit for kontroll av lokala
stomndts homogenitet. Intressenterna i projektet 4r Lantmadteriet, Sjofarts-
verket, Vagverket, Banverket, Forsvarsmakten samt landets kommuner
genom Svenska Kommunforbundet. (Engberg, 2001)

25.2  Hojdsystem

I Sverige finns ett antal hojdsystem. Rikets hojdsystem betecknas RH (Ekman,
1998). I Tabell 2.3 finns de olika hojdsystem som anvdnds i Sverige samt
vilken omréde de tacker.



Tabell 2.3  HOjdsystem som anvands i Sverige. (Ekman, 1998)

Namn Omrdde
RH 1900 Sverige
RH 70 (RH B 70) Sverige
NH 60 Norden

UELN 55 och UELN 73 Visteuropa

RH 00 (ocksa betecknat RH 1900) &dr hojdsystemet som baserats pa den forsta
precisionsavvédgningen i Sverige, genomford 1886-1905 med cirka 2 500
fixpunkter. Systemet anvands fortfarande pa regional och lokal niva som till
exempel i Stockholms stad (Lantméteriet 2003). Mdnga kommuner har
dessutom egna hojdsystem, ofta knutna till RH 00 (Ekman, 1998).

I Sverige anvands idag fraimst pa nationell niva, hojdsystemet RH 70 som
baseras pa den andra precisionsavvdgningen gjord 1951-1967 med 9 700
fixpunkter. RH 70 har Normaal Amsterdams Peil (NAP) som nollpunkt
liksom NH (Nordiska hojdsystemet) och UELN-systemen (United European
Levelling Network). Reduktion f6r landhojningen ar gjord till epoken 1970.0.
Hojder for punkter tillkomna i den tredje precisionsavvagningen och som
rdknats in i RH 70 betecknas som RH B 70. (Ekman, 1998; Lantmaéteriet, 2003)

Den tredje precisionsavvagningen som paborjades 1979 avslutades aret 2003.
Den slutgiltiga berdkningen och inférandet av det nya hojdsystemet, vars
namn blir RH 2000, kommer att ske under 2004. Den bestar av cirka 51 000
fixpunkter. Nollpunkten i det nya hojdsystemet blir Normaal Amsterdams
Peil (NAP) liksom i RH 70. Reduktion for landhojningen sker till epoken
2000.0. Samma epok tillimpas dven i de nordiska grannldndernas nya
hojdsystem. (Reit, 2004)

25.3 Geoidhojdssystem

I Sverige har anvénts svenska, nordiska eller europeiska geoider. I Tabell 2.4 finns
ndgra av de geoidhdjdssystem som har anvints i Sverige samt pé vilken ellipsoid de
rdknades och vilket omréde de ticker.

Tabell 2.4  Geoider som anvands i Sverige. (Ekman, 1998)

Namn Ellipsoid Omrade
RAK 70 Hayford 1910 Sverige
SWEN 95, SWEN 98 och SWEN 01 GRS 1980 Sverige
NKG 89 och NKG 96 GRS 1980 Norden

Idag anvands geoidhojdssystemet SWEN 01 (SWE star for SWEREF och N for
geoidhojd) som dr grundat pa den nordiska geoidmodellen NKG 96
(Nordiska Kommissionen for Geodesi) och inpassad pd SWEREF 99 och
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RH 70. Geoidberdkningarna dr hanterat sa att geoiden i princip dr en
kvasigeoid. Geoidhojderna i Sverige ligger mellan 20 m och 37 m. SWEN 01L
(L star for landhojningskorrektion) dr en kombination av geoidhdojd och
landhojning, den korrigerar for geoidseparationen samt for landhojningen
mellan epokerna 1970.0 och 1995.5. SWEN 01L &r i strikt bemérkelse inte en
geoidmodell utan bor rubriceras som en hojdkorrektionsmodell.
(Lantmadteriet, 2003)

254  Globala tredimensionella referenssystem

International Terrestrial Reference Frame (ITRF) &r en samling internationellt
utarbetade globala tredimensionella referenssystem. Dessa system berdknas
aterkommande sedan 1988, till en borjan varje ar. European Terrestrial
Reference System 1989 (ETRS 89, ibland benamnt EUREF 89) dr knutet till det
globala systemet ITRF 89, men &r fixerat till den Eurasiska kontinentalplattans
lage 1989 (Jivall, 2001). Aven senare rs realiseringar av WGS 84 (tredimen-
sionella koordinatsystemet) dr knutna till ITRF-systemen (Ekman, 1998).

Koordinaterna i tredimensionella koordinatsystem &r normalt ursprungligen
kartesiska koordinater X, Y, Z, som med ellipsoiden specificerad forvandlats
till geodetiska koordinater latitud (¢), longitud (1) och hojden 6ver
ellipsoiden (h). (Ekman, 1998)

Swedish Reference Frame 1999 (SWEREF 99) dr en officiell realisering av
ETRS 89, genomford enligt nu géllande riktlinjer, antagen sommaren 2000 vid
EUREF-métet i Tromso (Jivall, 2001). Som grund for referenssystemet har data
anvants fran alla nationella, permanenta referensstationer for GPS i Sverige
(SWEPOS, se avsnitt 2.6.2), Norge (SATREF), Finland (FINNREF) och
Danmark som var igdng sommaren 1999. SWEREF 99 systemet &r knutet till
ellipsoiden GRS 1980, geocentriskt placerad. Losningen berdknades i ITRF 97
epok 1995.5 och har dérefter rdknats tillbaka till ETRS 89. Den interna
geometrin i SWEREF 99 relaterar till epok 1999.5 och den externa geometrin (i
forhdllande till resten av varlden) relaterar till epok 1989.0 (Lantméteriet,
2003). Det nationella projektionssystem SWEREF 99 TM ir planerat att bli
grunden for framtida allménna kartldggningen i Sverige. I longitudintervallet
12°-18° sammantfaller systemet med projektionen UTM zon 33 (Universal
Transverse Mercator &r ett varldstdckande system for kartprojektion).
(Engberg, 2001)

2.6 Mita h6jd med GPS i Sverige

En oversikt 6ver GPS-systemet ges i avsnitt 2.6.1 samt vilka andra
satellitbaserade navigationssystem som finns. Avsnitt 2.6.2 handlar om
SWEPOS, ett nationellt nit av fasta referensstationer. Det finns en mangd
olika satt att mata position med hjalp av GPS-satelliterna. I avsnitt 2.6.3 finns
forklaring pa ndgra av dem.



2.6.1  Satellitsystem

Global Position System (GPS) dr amerikanskt satellitbaserat navigations-
system uppbyggt av USA:s forsvarsmakt. Systemet bestar av 24 satelliter
fordelade pa 6 néstan cirkuldra banplan pa omkring 20 200 km hojd 6ver
jorden med omloppstid pd knappt 12 timmar (se Figur 2.7) samt 5 kontroll-
stationer, vilka hela tiden &r i kontakt med satelliterna. GPS blev operationellt
for civilt bruk 1993 och for militart bruk 1995. (Hofmann-Wellenhof m fl.,
2001)

Figur 2.7 Global Position System (GPS). (Wolf och Ghilani, 2002, s. 325, bearbetad)

Varje signal som sands fran en GPS-satellit bestar av flera delar. Pa en sinus-
formad barvag dr tva bindra signaler modulerade: en kod och en datastrom.
Koden har tva syften: dels ett militédrt syfte, ndimligen att medge kontroll av
noggrannheten i realtidstillampningar, dels att gora sa att signaler fran olika
satelliter kan skiljas at eftersom var och en satellit har egen kod men alla
sdnder pa samma frekvens. Varje satellit har tva frekvenser; L1=1 575,42 MHz
och L2=1 227,60 MHz. P& L1 sands C/ A-koden (1,023 MHz) ut som &r koden
som civilpersoner kan anvdnda. P4 L1 och L2 sdnds P-koden (10,23 MHz) ut
som &dr anvandbar for USA:s militdar och andra berdttigade anvandare.
P-koden kan bytas till okdnda Y-koden som endast dr anvandbar for det
amerikanska Forsvarsdepartementet. Dessutom sdnds ett satellitmeddelande,
med Overforingshastigheten 50 bitar per sekund, som innehaller n6dvandig
information for att berdkna satellitens position och satellitklockans korrektion.

Utifran detta satellitmeddelande kan anvdndaren bestdmma sin position.
(Hofmann-Wellenhof m.fl., 2001)

GLONASS (Globalnaya Navigationnay Sputnikovaya Sistema) dr ett ryskt
navigationssystem som i grunden dr militdrt. Det startade i oktober 1982 och
dr uppbyggt och forvaltas av det ryska forsvaret. Systemet skall egentligen
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innehdlla 24 satelliter men har endast gjort det under en kort period 1996.
(Lantmateriet, 2003)

GALILEO ér ett framtida europeiskt system f6r navigering och positionering
med hjalp av satelliter. Systemet, som dr civilt, kommer att vara kompatibelt
med de existerande navigeringssystemen GPS och GLONASS. Det kommer
att bestd av 30 satelliter. Driftstart berdknas ske ar 2008 men signal borjar
sdndas ar 2005. (Directorate-General, 2004)

2.6.2 SWEPOS

SWEPOS ir ett nationellt nit av fasta referensstationer i Sverige for GPS (se
Figur 2.8). Uppgiften for SWEPOS &r att tillhandahdlla data fran GPS-
satelliterna for en mangd olika tillimpningar, allt frdn positionsbestamning
med meternoggrannhet i realtid for bl.a. navigering och datainsamling for
databaser med geografisk information, till studier av rorelser i jordskorpan pa
millimeternivd. Nadtverks-RTK (se avsnitt 2.6.3) och efterberdkningsdata dr en
del av de tjanster som SWEPOS erbjuder. (SWEPOS, 2004)

Fullstandig SWEPO5-station.
Farenklad SWEPOS-station.

ALY
X

e

Figur 2.8 SWEPQOS-stationer i Sverige. (SWEPQOS, 2003)



2.6.3 Mitmetoder

Vid métning med en GPS-mottagare bestims tredimensionell position (till
exempel latitud (¢), longitud (1) och hojden 6ver ellipsoiden (1)) och en
obekant tidsskillnad. Tidsskillnaden uppstar eftersom mottagarens klocka
inte dr synkroniserad med GPS-satelliternas tid. For att kunna bestamma
dessa fyra obekanta parametrar behdver mottagaren fa signaler fran minst
tyra olika satelliter samtidigt. (Hofmann-Wellenhof m.fl., 2001)

Absolut matning dr enklaste formen av métning dédr endast en mottagare
behovs. Mottagarpositionen bestdms direkt i forhallande till satelliterna
genom en inbindning i rymden. For att fa tredimensionell position behovs
signaler frdn minst 4 satelliter. Den fas initialt i det koordinatsystem som
satelliterna anvander, d.v.s. ett globalt system. Noggrannheten ligger mellan
cirka 5 och 20 m. (Lantmadteriet, 2003)

Relativ médtning anvands om hogre noggrannhet dn 5-20 m 6nskas. Minst tva
mottagare behovs for att mita relativt, ddar en mottagare stills 6ver en kand
punkt (se Figur 2.9). Genom att bilda differenser mellan de bdda punkternas
maétningar elimineras eller reduceras de flesta felkédllorna som forsamrar
maitnoggrannheten vid absolut matning. For att fa en 16sning mdste kontakt
finnas med minst 4-5 satelliter som &r gemensamma for de bada mottagarna.
Relativ métning kan vara antingen kodmétning eller barvagsmaitning.
(Lantmateriet, 2003)

Baslinje

Figur 2.9 Principen for relativ matning. (Hofmann-Wellenhof m.fl., 2001, s. 141,
bearbetad)

Kodmitning dr avstdindsmétning pa C/ A- eller P-koden. Avstandet till en
satellit bestaims genom att mé&ta hur ldng tid det tar for en radiosignal fran
satelliten att nd mottagaren. Satelliterna och mottagarna &r synkroniserade att
generera samma kod vid samma tidpunkt. Tidsskillnaden erhdlls genom
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jamforelse av inkommen kod fran satelliten och den i mottagaren genererade
koden. Noggrannheten i kodmaétningen kan uppskattas till ndgra meter.
(Lantmadteriet, 2003)

Barvagsmaitning bygger pa att en signal, med samma frekvens som GPS-
systemets barvag, skapas i GPS-mottagaren. Den mottagna satellitsignalen
kombineras med den i mottagaren genererade frekvensen. Barvagen
innehdller inga tidsmédrken och ddrigenom kan signalens gangtid
(fordrojning) ej métas upp direkt. Daremot kan fasen f6r den mottagna
signalen bestaimmas mycket noggrant, med upplosningen ndgon hundradels
period vilken motsvarar ndgra mm. Avstandet mellan satellit och mottagare
kan i princip uttryckas som ett antal hela barvagsperioder plus en del av
period. Bestimning av delen av perioden sker genom fasmétning, som &r en
relativt okomplicerad procedur. Vid bibehdllen lasning av satellitsignalen till
mottagaren riaknas forandringen av antalet hela viglangder fran den tidpunkt
da mottagaren forst laste pa signalen. For att kunna bestdmma avstandet
mellan satellit och mottagare maste antalet hela perioder vid den tidpunkt da
métningen borjade, s.k. periodobekanta bestammas. Vidare leder tillfdlliga
avbrott i signalldsningen till att ett okdnt antal perioder forloras, s.k.
periodbortfall. Korrigering for denna stérning kan goras. (Lantmateriet, 2003)

Statisk métning &r en variant av relativ matning, ddr positionen erhalls genom
efterberdkning. En GPS-mottagare stdr dé en liangre tid, vanligtvis 1-3
timmar, och loggar barvagsdata. Efter matningen &r gjord berdknas
positionen mot andra barvagsdata, tagna ur en mottagare som statt pa en
kdnd position. Noggrannheten &r cirka 5 mm + 1 ppm (eng. parts per million)
av avstandet, d.v.s. noggrannheten férsdamras med 1 mm for varje kilometer i
okat avstdnd mellan mottagare, beroende pd hur linge data loggats. Generellt
sdtt géller att ju langre tid, desto bittre positionsbestdmning erhalls.
(Lantmateriet, 2003; Wolf och Ghilani, 2002)

Snabb statisk métning &dr en variant av statisk méatning med kortare
observationstid, 5-20 minuter, &n statisk métning. Fungerar pa avstand upp
till 25 km. Noggrannheten dr ndgot sdmre &n vid vanlig statisk métning, den
kan dock nd 5 mm + 1 ppm vid bésta forhallanden. Sarskilda metoder for

bestamning av periodobekanta anvands. (Lantméteriet, 2003; Wolf och
Ghilani, 2002)

Semikinematisk métning dr en variant av relativ métning, dér positionen
erhalls i realtid. Vid semikinematisk métning forflyttas mottagaren mellan de
olika matpunkterna, men star stilla under den korta stund, ndgra sekunder
ndr métningen pagar. En variant av detta dr RTK (Real Time Kinematic), i
vilken barvdgsmatning anvands. En annan variant 4&r DGPS (Differentiell
GPS), i vilken kodmiétning anvands. For bada dessa méttekniker krédvs en
radioldnk, genom vilken kontakten hdlls med en annan GPS-mottagare,
vilken &r placerad pd en kdand position. Noggrannheten f6r DGPS blir 0,5-2 m
men for RTK blir den 1-3 cm. (Lantmaéteriet, 2003)



Kinematisk métning &r en variant av relativ méatning, ddar matningen pagar
medan mottagaren dr i rorelse. RTK (Real Time Kinematic) dr kinematisk
relativ barvagsmaétning i realtid. En referens (bas) star 6ver en kdnd punkt och
tar emot GPS-registreringar och skickar korrektioner till den rorliga enheten
(rover) med radiokommunikation eller via GSM. I den rérliga enheten
berdknas bade GPS-registreringar fran basen och den rorliga enheten och ger
resultat med noggrannhet mellan 1 och 3 cm (5-10 mm + 2 ppm). Radio-
sdandaren kan begriansa avstandet mellan bas och rover (< 10 km) men
avstdndet kan 6kas med anvdndning av starkare sdandare eller repeater.
Noggrannheten minskar dock med okat avstdnd. (Lantmateriet, 2003; Wolf
och Ghilani, 2002)
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Figur 2.10 Anvandning av flera oberoende referensstationer (till véanster)
respektive ett natverk av referensstationer for att tacka onskat omrade. (Refstrat,
2000)

Natverks-RTK innebar att flera referensstationer anvands (se Figur 2.10) i
stdllet for en (som vanlig RTK). En nationell ndtverks-RTK-tjanst tillhanda-
héllen av Lantmadteriet anvéander sig av nétet av fasta referensstationer i
Sverige, som kallas SWEPOS (se avsnitt 2.6.2). GPS-registreringar pa de fasta
referensstationerna overfors varje sekund till en driftledningscentral i Gavle,
déar korrektioner berdknas och sands ut via GSM till anvandarna. Detta
innebar vissa fordelar, bl.a. att en médtning kan utfoéras pa betydligt langre
avstdnd frdn ndrmaste referensstation p.g.a. att jonosfaren modelleras, som
annars en av de storsta felkillorna. Aven arbetskostnaden minskar namnvirt
genom att en ny referensstation inte behover etableras varje dag. Noggrann-
heten for ndtverks-RTK ér likvéardig med den som for vanlig RTK-métning.
(Lantméteriet, 2003; SWEPOS, 2003)

Noggrannheten for GPS-métning dr sdmre i hojdled dn i plan med en faktor
1,5 till 2,0 (Hofmann-Wellenhof m.fl., 2001). I Tabell 2.5 hér nedan ges
noggrannheten i plan.
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Tabell 2.5 Noggrannhet fér matningar med GPS.

Mitmetod Noggrannhet Noggrannhet beroende pa
[m] avstand

Absolut métning 5-20

Statisk métning 0,005 1 ppm (1 mm per km)

Snabb statisk médtning 0,005 1 ppm

DGPS 0,5-2,0

RTK-métning 0,005 - 0,010 2 ppm

De vanligaste metoderna som anvénds for geodetiska tillampningar &r statisk
maétning, snabb statisk matning, RTK och nédtverks-RTK.

2.7 Korrektioner av héjder mitta med GPS

2.71  Transformation fran SWEREF 99 till RH 70/Lokala
hojdsystem

Vid noggrann GPS-miétning i Sverige erhdlls primart hojder 6ver ellipsoiden i
SWEREEF 99. For omrakningar till RH 70 anvands hojdkorrektionsmodellen
SWEN 01L. Sambandet mellan SWEREF 99, RH 70 och SWEN 01L ges av (se
Figur 2.11):

Hruz0 = hswererso - NswenoiL (2.7)

Pa liknande s&tt som SWEN 01L tillskapats, kan geoidmodeller tas fram som
ar anpassade till SWEREF 99 och lokala hojdsystem:

Hiokalt = hswWEREF99 = NiLokait (2.8)



(@A) sweREF 99

SWEREF 9%

(@A h)swererog |10

/-parameter

transformation

Geoid modell
SWEN 01L

(x,y)rT90

1

(x,v,H)rr 90mu 70

Figur 2.11 Transformation fran SWEREF 99 till RT 90 och RH 70. (Jivall mfl.,
2001, s. 23)

Studier gjorda vid Lantmaiteriet visar att de hojder som erhalls enligt
ekvationer 2.7 och 2.8 avviker med varierande belopp fran motsvarande
avvidgda hojder. Avvikelserna upptrader inte som vitt brus utan visar tydliga
systematiska trender.

RH 70-hojder erhdllna genom GPS-métning och korrektion med SWEN 01L
uppvisar avvikelser fran de hojder bestdamda i RH 70 genom avvagning.
Orsaken till dessa avvikelser &r brister i geoidmodellen, brister i landhojnings-
modellen, brister i GPS-métningen samt brister i de avvdgda hojderna.

2.7.2 Gtrans

I dag anvdnder Lantmiteriet programmet Gtrans {for interpolation av hojd-
korrektioner. Korrektionsmodellerna &r baserade pa bilinjdr interpolation i
rektangulera gitter (se avsnitt 3.3). I standardinstallationen av Gtrans finns
hojdkorrektionsmodellen f6r SWEN 01L lagrad som gridfil.

En gridfil i Gtrans kan vara definierad med antingen x- och y-koordinater
eller latitud och longitud, jamfor Figur 2.12.
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60 GRIDFIL

Arkiv  Hijalp
Lridfil: C:\Program Files\Glrans 3hepehSwen01].ard
Filfarmnat; BIMAR
(arid-typ: LAT LOMG
Gridstorlek: B07 %20
i ]
i ir; 10
Hmnan: il
T man; 25
Do 0025
D" Q.05
Interpalera warde for 4 ' R esulkat;
55,0 5.0 ENTER | [34.4949959315845

Figur 2.12 Bilinjar interpolation i SWEN 01L i Gtrans.

I Gtrans dr det ocksa mojligt att addera till egna definierade gridfiler, t.ex. for
lokala hojdkorrektionsmodeller. Gtrans har dven en facitlitet for interpolation
av restfel, se nedan.

2.7.3  Korrigering av hojder

Det finns flera sétt att forbdttra hojder med hjélp av restfelsinformation. I
detta examensarbete studeras hur interpolering av restfel kan anvéndas,
denna process skall utforas efter transformation enligt Figur 2.11. I Figur 2.13
ges en skiss av processen.

Transformerade RH 70

A 4

Restfelsinterpolation Kénda restfel

A

A 4

Forbittrade RH 70

Figur 2.13  Processen for interpolering av restfel.

Lantmaéteriet har hittills baserat korrektionsmodeller och felmodeller pd linjar
interpolation i Delaunay-trianglar. I Gtrans kan Delaunay-trianglar (se avsnitt
3.5.2) med restfel eller hojder skapas. Med linjdr interpolation i trianglarna fas



information om restfelen i varje punkt som interpoleras. I detta
examensarbete studeras alternativa metoder for restfelshantering i hojdled.

Foljande bor beaktas i val av interpolationsmetod:

¢ Geoiden och landhojningen dr geodynamiska fenomen. Bada kan
beskrivas med sldta ytor, eftersom de faktiska férhallandena i
jordskorpan och jordens inre sétter granser f6r hur krokta dessa ytor
kan vara.

e De GPS-bestdamda och avvidgda hojderna a sin sida dr behdftade med
mitfel, individuella for varje punkt. Viss korrelation kan finnas mellan
mitfelen beroende pd hur matningar och berdkningar utforts.

2.74  Onskade egenskaper hos interpolationsmetod

I kapitel 3 behand]las olika interpolationsmetoder. Med hénsyn av
egenskaperna i avsnitt 2.7.3 skall interpolationsmetoderna ha egenskaperna:

e Filtrera bort tillfalliga fel i observationspunkter som ligger till grund
for korrektionsmodellen.

e Skapa ytor som dr kontinuerliga och har kontinuerliga derivator.

3 Interpolationsteori

Kapitel 3 handlar om interpolationsmetoder. Avsnitt 3.1 beskriver inter-
polationsmetoder allmént. I avsnitt 3.2 beskrivs avstandsviktad medel-
vdrdesinterpolation. Avsnitt 3.3 handlar om bilinjdr interpolation, dvs. den
metod som anvands idag for interpolering av geoidhojder i Sverige. I avsnitt
3.4-3.7 beskrivs nagra andra interpolationsmetoder som ér intressanta i detta
examensarbete: B-spline, interpolering i triangelndt, kriging-interpolation och
ndrmaste-granne-interpolation. Avsnitt 3.8 innehéller en jamforelse av de
olika interpolationsmetoderna samt en diskussion om vilka av dem som
uppfyller villkoren fran avsnitt 2.7.4. I avsnitt 3.9 ges de interpolations-
metoder som skall anvdndas for numeriska tester.

3.1 Allmiant

Interpolation &r skattning av okédnda (funktions)varden pa grundval av
omgivande (och nadrliggande) kdnda viarden (Allén, 1997). Grunden for all
rumslig interpolation av data &r rumslig autokorrelation, d.v.s. om en variabel
mats, som till exempel temperatur, pa olika platser, kommer temperaturen pa
platser som ligger nédra varandra vara mer lika dn de som ligger langt ifran
varandra (Eklundh, 2001).
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Dar finns manga metoder for interpolation. De kan delas upp i olika grupper
som till exempel globala och lokala metoder. De globala interpolations-
metoderna anvédnder alla matpunkter i databasen nér ett viarde rdknas for en
ny punkt. De lokala metoderna anvéander ett antal punkter som ligger ndra
den nya punkten som skall interpoleras fram.

Metoder for interpolation kan dven delas in i metoder som gar genom
matpunkterna sa att interpolering ger exakta varden i matpunkterna, d.v.s.
tiltrerar ej bort tillfadlliga fel, och metoder som inte gar genom métpunkterna.

Interpolationsmetoderna skapar olika typer av ytor. Ytorna kan vara
kontinuerliga eller ej kontinuerliga. Om ytorna &r kontinuerliga kan deras
derivator vara kontinuerliga eller ej.

I detta examensarbete studeras foljande interpolationsmetoder, alla
metoderna &dr/kan vara lokala metoder:

e avstandsviktad medelvardesinterpolation,

e bilinjadr interpolation,

e Db-spline,

e interpolering i ett nit av trianglar

e kriging och

e ndrmaste-granne-interpolation

Interpolationsmetoder baseras pd viktade medelvéarden. Det som skiljer
mellan olika metoder &r hur vikter sitts och vilka punkter som skall inga. Den
allménna formen ges av (Eklundh, 2001):
Z Z(Xi ) ’ Wpi
2(x) = H (3.1)
W,
=1

dar z(xp) dr det interpolerade vardet,
n dr antalet matpunkter,
z(x;) dr vardet for matpunkt i och
wyi dr vikten f6r métningen i relaterat till punkten p.

Vanligen har punkter som ligger nédra det interpolerade vérdet storre
inflytande (hogre vikt) pd resultatet &n de punkter som ligger ldngre bort.

3.2 Avstandsviktad medelvirdesinterpolation

I interpolationsmetoden avstdndsviktad medelvardesinterpolation anvands
t.ex. vikterna:
_ 3.2
Woi = 4% (3.2)
dér d ar avstdndet mellan punkterna p och i, och
k &r en potens som styr avstdndsberoendet.



Oftast ligger k mellan 1 och 3. Om k blir litet avspeglas inte lokala variationer
och om k blir stort far narliggande punkter stort inflytande. Om sokfonstret
blir sd litet att det endast finns en punkt inom det, da dr det ndrmaste-granne-
interpolation (se avsnitt 3.7). Det samma gdller om k — . Om sokfonstret i
stdllet &r mycket stort tenderar det interpolerade vérdet att gd mot det globala
medelvardet for alla punkterna om k &r litet. Om k &r lika med 0 far varje vikt
vdrdet 1 och dé blir ndmnaren lika med 7, d.v.s. metoden dr vanlig oviktad

medelvardesmetod. For att fa ett lampligt varde pd sokfonstret maste det
testats fran fall till fall. Samma géller for k. (Eklundh, 2001)

3.21  Egenskaper hos interpolerade ytor

Avstdndsviktad medelviardesinterpolation kan filtrera bort tillfdlliga fel om
parametrarna bestdms sa. Den har varken kontinuerliga ytor eller
kontinuerliga derivator.

3.3 Bilinjdr interpolation

Bilinjar interpolation &r kanske den vanligaste interpolationsmetoden i
regelbundna rutnét. Den bygger pa linjdr interpolation i tvd dimensioner. En
grundldggande tanke hos den bilinjdra interpolationen i ett regelbundet
rutndt (se Figur 3.1) &r att anpassa en bilinjdr yta till de fyra hérnen. Formeln
for ytan ges av (Ostman, 1995):

Z=a,+a,-X+a,-y+a,-x-y (3.3)
X, =X
dar X= (3.4)
AX
y: yp _yl
Ay

Ax, Ay dr rutnétets maskvidd, och punktnumering enligt Figur 3.1.

(x5, ¥2, 23) (X2, v 24)

(Xps V)
+

(x5, y1, z1) (X2 Y1, 22)

Figur 3.1 Bilinjar interpolation i ett rutnat.
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Formeln &r inte fullstindig andragradsyta ty x2- och y?-termerna saknas.
Medvetet har antalet termer valts till fyra, sa att antalet obekanta (a;) &ar lika
med antalet villkor (ytan gar genom de fyra punkterna). Detta gor att
formelsambanden for den bilinjdra interpolationen blir enkla. Genom att
anpassa den bilinjdra ytan (i ekvation 3.3) pa de fyra hornen fés:

a0 =71 (3.5
ai =2z — 21
a) =23 - 121

a3=2z4+21-22-23.

3.3.1  Egenskaper hos interpolerade ytor

Nedan studeras om ytor som interpolerats fram med bilinjdr interpolation &r
kontinuerliga respektive har kontinuerliga derivator. Framstdllningen bygger
p& Ostman (1995).

(X1, Y2 24) (x2 y2 z5) (X3, ¥, Z6)
___(x,?r J’p)
(xb yl’i 21) (er Y z.?) (x3: J"!s zj)

Figur 3.2 Tva intilliggande ytor i ett rutnat.
Anta att dar finns tva intilliggande rutor enligt Figur 3.2. For enkelhets skull
antas att Ax = Ay = 1.
Ekvationen for vdnstra ytan blir:
Z, =14, +(Zz - 21)(X_X1)+(Z4 - Zl)(y_ y1)+(25 tZ,-1,~ 24)()(_ Xl)(y_ yl)

(3.6)
och for den hogra:

Zy, =1, +(Z3 _Zz)(x_xz)+(zs _ZZ)(y_yl)+(Z6 +Z,-1; _Zs)(x_xz)(y_Y1)'

Betrakta nu en punkt p pa den gemensamma begransningslinjen. Punkten p
har koordinaterna (x, ), ddr y1 <y, < y2. Det interpolerade vardet f6r véanstra
ytan blir:

va =1 +(Zz _Zl)(xp _X1)+(Z4 _Zl)(yp - y1)+(25 +Z7, -1, _24)(Xp —Xl)(yp - yl)

(3.7)



Med inséittning av Ax = Ay =1, (d.v.s. x2 - x1 = 1 och y2 - y1 = 1), fas:
=2, (-2, )

och for den hogra ytan fas:
20 =2, +(2, -2, )X, =%, )4z~ 2y, i 4z +2, — 25— 2, %, =%, Ny, — Vi)
2 =2, +(z, 2,0y, — V).

Samma virde fas alltsd i bdde vianstra och hogra ytan. Detta géller for alla
sidor i rutnétet. Detta innebdr att de bilinjdra ytorna dr kontinuerliga.

Studeras den partiella derivatan i x-led, fas for den vanstra rutan:

dz,

dx :Zz_21+(25+21_22_z4)(y_y1) (3.8)
och motsvarande for den hogra rutan:

dz

d_)?: Z; -1, +(Z6 +Z, -1, _ZS)(y_yl)‘

Betrakta nu derivatan i punkten p, d.v.s.i (x2, ). Da ses att derivatorna ej
stammer Overens. Kontinuerliga bilinjdra ytor fds ej. Detta innebér att den
interpolerade ytan ej heller har kontinuerliga derivator, d.v.s. att de ser
taggiga ut (se Figur 3.3).

Mitviarde

A

Interpolera
d yta

v

Figur 3.3 Taggig interpolerad yta.

Bilinjdr interpolation har alltsd kontinuerliga ytor men inte kontinuerliga
derivator och ytan gar genom alla matpunkter.

3.4 B-spline

I vissa tillimpningar anvands mjukt bojda linjer i stéllet for réta linjer. For
detta anvdnds bl.a. polynom. Ett polynom av forsta graden beskriver en rat
linje, ett polynom av andra graden en kvadratisk kurva, ett polynom av tredje
graden en kubisk kurva, o.s.v. Polynom med mycket hoga grader kan
beskriva komplicerade kurvor men har egenskaper som bor undvikas,
framfor allt kan stora fluktuationer mellan punkterna i ytterdelarana av



punktintervallet forekomma. For att 16sa problemet anvéands istallet
delpolynom som anpassas till ett linjesegment i taget. For att undvika abrupta
overgangar mellan de olika segmenten stills det upp villkor om kontinuerliga
forsta- och andraderivator. Forstaderivatan anger lutningen pd kurva i en
punkt och andraderivatan anger lutningens férandring, darfor innebéar
villkoret om kontinuitet att lutningen pa linjen inte skall kunna forandras
abrupt ndgonstans och ddrmed far hela linjen en jimn form. En kurva
uppbyggd av denna typ av delpolynom kallas for spline. En splinefunktion
berdknas genom uppsdttning av ett ekvationssystem dér villkoren utgors av
att funktionen kan, men behover inte, gd igenom alla punkterna och att det

stdlls krav pa kontinuitet mellan delstrackorna. (Burrough och McDonnell,
1998; Eklundh, 2001)

Innan datorerna anvéndes for att rita mjukt bojda kurvor anvandes en typ av
bojlig linjal av metall eller trd som anpassades till ett antal punkter. P4
engelska bendmndes denna bdgjliga linjal spline. En kurva ritad med en sadan
linjal kan beskrivas av ett trejdegradspolynom (ett kubiskt polynom), som ar
kontinuerligt och har kontinuerliga forsta- och andraderivator. Ett polynom
ges av:

p(x)=bo+brx+...+Dbpxk (3.9)

dér p(x) dr det berdknade polynomet,
bo, by,...,bx ar de koefficienter som skall bestimmas och
k &r polynomets grad.

Ett polynom som passerar genom n punkter mdste vara av grad n-1. Ett
kubiskt polynom passerar genom fyra punkter och &r av grad tre har da
formen:

p(x) = bo + b1 x + ba x>+ bz x3. (3.10)
Ett kubiskt polynom som anpassas till ett plan kan skrivas som:

p(x,y)= bo+b1 x+b2 y+b3 xy+bs x2+bs y2+be x2y+b7xy?+bsx3+bg 1.
(3.11)

B-spline (eng. basis spline) dr en form av spline, ddr parametrarna bestams i
endast fyra brytpunkter at gingen som ger mojlighet till lokal kontroll av
kurvans form. Traditionella kubiska spline har en nackdel som B-spline inte
har; det dr att de behover rdknas om i sin helhet &ven om bara en liten del av
linjen @ndras. Den totala splinefunktionen dr uppbyggd av de ingdende
delpolynomen. B-splinefunktioner &r generellt sett snabbare att berdkna &n
vanliga kubiska splinefunktioner. (Burrough och McDonnell, 1998; Eklundh,
2001)

Formler for B-splinefunktionen dr komplexa. For detaljer hdnvisas till t.ex.
Foley m.fl. (1990).



341  Egenskaper hos interpolerade ytor

B-spline har kontinuerliga ytor och kontinuerliga derivator. De filtrerar bort
tillfalliga fel om de inte gdr igenom alla métpunkter.

3.5 Interpolering i ett niit av trianglar

Interpolering i ett nét av trianglar &dr en interpolationsmetod som baseras pa
oregelbundet fordelade referenspunkter, enkel interpolering samt
torhallandevis snabb atkomst av data. Metoden innehaéller tre delar, namligen
skapande av ett triangelnit och lagring i intern struktur for snabb atkomst av
data, samt sjdlva interpoleringen. (Ostman, 1995)

3.5.1 Triangulering

Triangular Irregular Network (TIN, triangelnit) skapades 1978 av Peucker,
Fowler och Mark. Den anvénds framfor allt for att skapa hojdytor fran
punktnit. De oregelbundna trianglarna anpassas till punkterna sd att fasetter
bildas som avspeglar terrdngens form. Varje triangel definierar ett plan som
gar mellan triangelns horn, vilket innebér att om hojden pa mellanliggande
punkter i planet skall bestimmas, anvadnds linjdr interpolering mellan
hornpunkterna. Datapunkternas ursprungsvirden interpoleras inte, utan
representeras exakt. (Eklundh, 2001)

Trianglarna dr lagrat i en topologisk struktur som har en tabell f6r ytor
(polygoner), en tabell for linjer, en tabell fér punkter (koordinater) samt en
tabell for nodtopologi. Ett triangelnét har en mycket regelbunden struktur
eftersom varje yta har enbart tre sidor. Det innebar att den topologiska
strukturen kan forenklas till tva tabeller, en for trianglar och en fér punkter.

(Eklund, 2001; Ostman, 1995)

3.5.2  Delaunay-triangulering

Delaunay-triangulering dr den vanligaste metoden for triangulering.
Grundtanken &r att forsoka minimera influensomradet for varje matpunkt,
d.v.s. det omrade som punkten ifrdga paverkar interpolationen. Darfor bor sa
liksidiga trianglar som mojligt efterstravas och langsmala spetsiga trianglar
undvikas. (Worboys, 1995; Ostman, 1995)

En Delaunay-triangel dr en triangel ddr den minsta omslutande cirkeln ej
innehaller ndgon annan métpunkt (se Figur 3.4). Det finns i princip tva olika
sitt att skapa Delaunay-trianglar, utifrén-och-in eller inkrementellt. (Ostman,
1995)
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Figur 3.4 En Delaunay-triangel till vanster och ej Delaunay-triangel till hoger.

Utifran-och-in-algoritmen innebér att alla referenspunkter maste vara kanda
innan trianguleringen pabdrjas. Det forsta steget innebér att den minsta
konvexa polygonen som innesluter samtliga referenspunkter skapas. Nésta
steg dr att fylla pa trianglarna inat. Varje sida i den konvexa polygonen
behdver kompletteras med ytterligare en punkt vardera och den viljs som
den punkt som uppfyller Delaunay-villkoret. (Ostman, 1995)

Den inkrementella metoden kan bade bearbeta punkterna i godtycklig
ordning eller slumpmassigt. Att den bearbetar punkterna i godtycklig
ordning innebér att samtliga referenspunkter ej behover vara kdnda vid
processens start. De tre forsta punkterna bildar den forsta Delaunay-triangeln.
For varje ytterligare referenspunkt som lédses in, kontrolleras vilka trianglar
som behover forandras, d.v.s. vilka trianglar som ej uppfyller Delaunay-
villkoret. Dessa trianglar uppdateras sa att villkoret uppfylls, varefter nésta

referenspunkt ldses in och algoritmen fortsatter. (O’'Rourke, 1993; Ostman,
1995)

3.5.3  Interpolering

Berdkningen av védrdet i en interpolationspunkt bestédr av tva steg. For det
forsta sd giller att bestimma vilken triangel som interpolationen skall ske
inom. Andra steget dr att interpolera vdrdet i punkten p (Worboys, 1995):

X, =8, -X +3, X, +a;-X, (3.12)
dér x; dr vektor i tvd dimensioner (x; ;).
Koefficienterna as, a2 och a3 maste dessutom uppfylla:
a, +a,+a, =1 (3.13)

Ekvationerna 3.12 och 3.13 bildar ett linjart ekvationssystem med tre villkor
och tre obekanta, a1, a2 och a3. Néar detta 16st kan hojden i punkt p berdknats
med:

2(x,)=a, -z(X) +a, - 2(X,) +a; - 2(X;) (3.14)



3.5.4  Egenskaper hos interpolerade ytor

Interpolering i ett nét av trianglar filtrerar inte bort tillfilliga fel och har inte
kontinuerliga derivator men den har kontinuerliga ytor.

3.6 Kriging

3.6.1  Stationdra processer

For att statistiskt kunna modellera hur kontinuerliga variabler varierar i
rummet har en metod inom geostatistiken utarbetats. Denna metod utgdr fran
antagandet att den rumsliga variationen hos en kontinuerlig variabel i
allménhet &r for komplicerad for att modelleras med en enkel matematisk
funktion. Den bor i stillet behandlas som en stokastisk variabel, d.v.s. en

statistisk slumpvariabel. Modellen bestar av variationen hos variabeln i tre
delar (Eklundh, 2001):

Z(X)=m(x)+&'(x)+&" (3.15)

dér z(x) dr en slumpvariabel i punkt x (i1, 2 eller 3 dimensioner),
m(x) dr en strukturell komponent, d.v.s. ett konstant medelvirde
eller en trend,
&'(x) dr en s.k. regionaliserad variabel, vilket dr en rumsligt
autokorrelerad slumpvariabel och
&" dr ett rumsligt icke autokorrelerat fel (antas oftast vara
normalfordelat).

m(x) kan skattas med ett medelvirde for alla punkterna eller med en trendyta.

Under antagandet att ingen trend eller drift forekommer sa dr den undersokta
variabeln stationdr. Detta innebér att tva villkor maste vara uppfyllda
(Lindgren och Rootzén, 2003):

1. Véantevidrdet for skillnaden mellan tva punkter x och x+h med avstandet
blir noll (Eklundh, 2001):

E[z(x)-z(x+h)]=0 (3.16)

dar z(x) dr vdrdet i punkt x,
z(x+h) dr vardet i punkt x+h i avstdndet h fran x och
E[ ] &r vantevardet.

2. Att kovariansen endast dr beroende av avstandet och inte av ldget.

3.6.2 Semivarians

Hur snarlika den undersokta variabelns vdrden &r i tva punkter, kan
uttryckas i form av en varians. Inom geostatistiken anvénds oftast
semivarians (vilken &r besldktad med kovariansen):
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V[z(x)-z(x+h)]= Elfz(x)- z(x+h)f |=2(n)  (3.17)

dér #(h) betecknar semivariansen och
V[ ] &r variansen.

Kraven pd stationaritet innebar att funktionen y(h) maste vara konstant 6ver
hela omradet. Kravet pd isotropi sitts ocksa som ett ytterligare villkor pa yh).
Detta innebér att funktionen beror endast pd avstdndet och ej pa riktning.
(Burrough och McDonnell, 1998; Eklundh, 2001; Ostman, 1995)

Om ovanstdende villkor &r uppfyllda kan semivariansen skattas enligt
(Eklundh, 2001):

7= 5 2 [elc) -2l +hF 618)

dar y(h) ar den skattade semivariansen,
m dr antalet mojliga parvisa jamforelser i materialet,
z(xi) &r matvardet av attribut z i punkt x; och
h dr anstandet mellan tva punkter (egentligen en avstdndsvektor).

Semivarianserna kan ritas upp grafiskt i ett variogram, dér y(h) dr en funktion
av avstdndet /1 (se Figur 3.5).

Ett variogram ger viardefull information om den rumsliga autokorrelationen
for den undersokta variabeln. Utanfor range (se Figur 3.5) avtar lutningen och
semivariansen blir ndstan konstant, detta tolkas sa att range &r det langsta
avstandet for vilket det finns ett rumsligt beroende i materialet. Punkter som
ligger utanfor range kan inte bidra till interpolationen med nagon vardefull
information, darfor skall storleken pa sokfonstret i t.ex. viktad medelvardes-
interpolation av variabeln inte verstiga vardet pa range. Den avldsning som
gors av semivariansen pa detta avstand bendmns sill. Lutningen pa en
funktion som anpassas till punkterna fram till sill &r ett matt pa styrkan i det
rumsliga beroendet. Ju hogre lutning péd kurvan, desto snabbare tkar
semivariansen med avstdndet. Om kurvan &r helt flack har en 6kning av
avstdndet ingen inverkan pa semivariansen. Om funktionen extrapoleras
bakdt till y-axeln ses att den korsar y-axeln lite ovanfor nollpunkten. Punkten
déar funktionen korsar y-axeln bendmns nugget och semivariansen utgors dar
av residualvariation, d.v.s. rumsligt icke autokorrelerad variation eller brus
(). Denna variation kan tolkas som ett resultat av det slumpmassiga fel som
finns i data och bendmns nugget. Om mycket stor del av semivariansen
utgors av nugget dr den slumpmadssiga variationen sa hog att interpolation av
data d&r meningslos med kriging-interpolation (se avsnitt 3.6.3) och z(x) kan
skattas med medelvardet for alla punkterna. (Eklundh, 2001)
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Figur 3.5 Variogram dar semivariansen y(h) ar en funktion av avstandet h. Nugget
ar co, sill &r co+cy och range a ar avstandet till sill. (Burrough och McDonnell, 1998,

s. 135, bearbetad)

For lattare kunna genomfora berdkningar pa variogrammen, brukar
semivariansen anpassas till nagon form av funktion. De vanligaste

funktionerna dr (Burrough och McDonnell, 1998):

0
sfarisk modell: y(h)=1{c, +¢,(3h/2a—h*/2a’)
C, +C,

0

(1-exp(-h/a))

exponentiell modell: y(h) = {C 5
+

h=0
linjar modell: =:C, +bh O<h<a
c, +ba h>a

och Gaussisk modell: y(h)= {Co N Cl exp h2 /a2 ))

dar a dr range,
b &r lutningen pa linjen (i linjdra modellen),
Co ar nugget,
co * c1 dr sill och
h ar avstandet.

h=0
0O<h<a

h>a
(3.19)
h=0
0O0<h
(3.20)

(3.21)

h=0
0<h
(3.22)

I Figur 3.6 ses de fyra vanligaste funktionerna for att underlitta berdkning-

arna pa variogrammen.
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Figur 3.6 De fyra vanligaste variogrammodellerna: a) sfarisk, b) exponential, c)
linjar och d) Gaussisk. (Burrough och McDonnell, 1998, s. 136, bearbetad)

3.6.3  Kriging-interpolation

Kriging &r en interpolationsmetod som har fatt sitt namn efter en sydafri-
kansk gruvingenjor vid namn D. G. Krige. Den bygger pa semivariogrammet.
Krige anvdande metoden for att bestimma koncentrationen av guld utifran
stickprovsdata.

Punktvis kriging (eng. ordinary kriging) dr den enklaste formen av kriging och
vars process dr ganska lik den i avstdndsviktad medelvardesinterpolation.
Skillnaden ligger i att vikterna har sitt ursprung i geostatistiska analyser.
Allménna interpolationsmetoden i ekvation 3.1 kan formuleras som
(Burrough och McDonnell, 1998):

2(x, )= iznl:/li -z2(x;) (3.23)

dar Zn A, :1/

i=1 i
z(xp) dr det interpolerade vérdet,
z(x;) dr vardet for matpunkt i och
n dr antalet matpunkter.

Vikterna A; vdljs sa att interpolerade vérdet z(x,) dr vantevardesriktigt och den
uppskattade variansen c.? 4r mindre dn alla andra linjara kombinationer av



de observerade vardena. Optimala vikter fas genom att minimera c.2 med
avseende pd vikterna A; (Burrough och McDonnell, 1998):

o, :z/liV(XiaXp)+¢ (3.24)
i=1
och uppnds nér:
> Ar(%. X)) +¢=r(x;,x,) forallaj. (3.25)
i=l

Kvantiteten y(x;, xj) d&r semivariansen av z mellan métpunkterna i och j, y/(x;, xp)
dr semivariansen mellan matpunkten i och interpolerade punkten p. Bada
kvantiteterna fas frdn variogrammet. Kvantiteten ¢ ar Lagranges
multiplikator som behovs for minimering. (Burrough och McDonnell, 1998)

3.64  Egenskaper hos interpolerade ytor

Kriging-interpolation filtrerar bort tillfdlliga fel men har varken kontinuerliga
ytor eller kontinuerliga derivator.

3.7 Nirmaste-granne-interpolation m.h.a.
Voronoi-diagam

Voronoi-diagram (dven kallade Dirichlet-celler eller Thiessen-polygoner)
anvands for att dela in ett omrdde i oregelbundna homogena ytor bildade
kring en méngd punkter (se Figur 3.7). Voronoi-diagram skapas genom att en
linje (mittpunktsnormal) dras i rdt vinkel mot en tankt linje mitt emellan par
av punkter. Normalerna dras ut tills de ansluter till varandra och knyts ihop
dar. Den av mittpunktsnormalerna till en punkt som ligger ndrmast punkten
bildar den punktens polygongrans. Linjerna mellan punkterna bildar
Delaunay-trianglar. (Burrough och McDonnell, 1998; Eklundh, 2001)

Figur 3.7 Voronoi-diagram ur Delaunay-trianglar. (Sugihara, 1999, s. 54)
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Dessa oregelbundna homogena ytor eller polygoner definierar den yta som
ligger ndrmast den punkt polygonen dr bildad runt. Voronoi-diagram
mojliggdr ndrmaste-granne-interpolationsmetoden genom att polygonerna
tilldelas det vdarde som deras mittpunkt har. (Eklundh, 2001)

3.71  Egenskaper hos interpolerade ytor

Néarmaste-granne-interpolation filtrerar inte bort tillfdlliga fel och har inte
kontinuerliga ytor.

3.8 Oversikt om metoderna

I avsnitt 2.7.4 finns tva egenskaper som &r onskvarda hos en interpolations-
medod. Dessa dr att filtrera bort tillfdlliga fel i observationspunkter som ligger
till grund for korrektionsmodellen samt att skapa kontinuerliga ytor och
kontinuerliga derivator.

I Tabell 3.1 ses att endast punktvis kriging och avstandsviktad medelvéardes-
interpolation filtrerar alltid bort tillfilliga fel och att endast B-spline har bade
kontinuerliga ytor och derivator. Voronoi-diagram har ingen av de tva
egenskaperna.

Tabell 3.1 Interpolationsmetoder och deras egenskaper.

Interpolationsmetod Filtrerar bort Kontinuerliga  Kontinuerliga
tillfilliga fel ytor derivator

Avstandsviktad Ja Nej Nej
medelvérdesinterpolation
Bilinjar interpolation Nej Ja Nej
B-spline Nej/Ja Ja Ja
Triangelnat Nej Ja Nej
Punktvis kriging Ja Nej Nej
Néarmaste-granne- Nej Nej Nej
interpolation

3.9 Val av interpolationsmetod fér numeriska

tester

Foljande interpolationsmetoder viljs for att utféra numeriska tester:

e Interpolering i triangelndt (Delaunay-trianglar) pa matpunkter,

e Kriging-interpolation f6ljt av bilinjdr interpolation (se Figur 3.8).



Anledningen att dessa interpolationsmetoder viljs &r:

e de har bra egenskaper,

interpolering i triangelnit (Delaunay-trianglar) anviands idag,

tillgang till programvara som utfor dessa interpolationsmetoder, och

ej tillgang till program for B-spline interpolation.

Med en kombinering av kriging-interpolation och bilinjédr interpolation
anvands forst en komplicerad interpolationsmetod som filtrerar bort tillfilliga
fel. Sen foljer bilinjdr interpolation som ger kontinuerliga ytor och &r enkel
metod for anvandaren att utfora.

......................

SN I (N = L 10 1 L] S
Kriging +———+—+1+111 Bilinjar +———— e
inter- b inter- 1 b

. polation +—————————— polation +——+—++—+—+——+——

Figur 3.8 Utifran ett antal méatpunkter skapas jamnt rutnat med kriging-
interpolation; nya punkter interpoleras sedan med bilinjar interpolation i rutnatet.

4 Numeriska tester

4.1 Syfte

Syftet med numeriska tester dr att jamfora kriging-interpolation och bilinjar
interpolation med interpolering i triangelndt for restfelshantering bade pa
nationell niva och lokal niva.

4.2 Data

Till denna studie erholls data fran I-divisionen Geodesi, Lantméteriet (viss
data kommer ursprungligen fran Bords kommun). Beskrivning av data
bygger pa uppgifter fran Reit (2004).

4.2.1 Nationell niva

Vid berdkning pa nationell niva anvéandes 4 057 métpunkter fran Lantmaéteriet
(se Figur 4.1) med kvarstaende hojdfel efter att hojdkorrektionen enligt
SWEN 01L hade paforts. Alla punkterna kommer fran samma utjimning.
Restfelens samtliga fyra komponenter, d.v.s. RH 70-hojder, landhojnings-
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modell, SWEREF 99-hojder och NKG 96, har tillkommit genom ndgon form av
utjdmningsforfarande. Av dessa 4 057 punkter valdes 400 slumpmaéssiga
punkter (se Figur 4.2) som utvarderingspunkter for att kontrollera
interpoleringen. De 6vriga 3 657 punkter anvandes for att skapa gitter i
kriging-interpolationsmetoden (se avsnitt 4.3.2) och TRIAD-bas i Gtrans (se
avsnitt 4.4.2). Av 4 057 punkter dr 3 366 matta med GPS och 691 med
avvagning. 269 punkter har hojder i RH B 70 och 3 788 har hojder i RH 70. Vid
berdkningen anvéandes koordinater i RT 90 2,5 gon V.
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4.2.2

Lokal niva, Boras kommun

Pa lokal niva hade Lantmaiteriet tillgdng till data fran tre kommuner. Efter
granskning visade sig att data frdn Bords kommun var lampligast fér denna

studie, bade m.h.t. antal punkter och restfel.

Vid berdkningen anvidndes 32 matpunkter och 13 utvarderingspunkter fran
Boras kommun (se Figur 4.3). Boras kommun anvdnder hojdsystemet RH 70.
Maitpunkterna anvéndes for att skapa gitter i kriging-interpoleringen och
TRIAD-bas i Gtrans och utvarderingspunkterna for jamforing mellan de olika
interpoleringsmetoderna. Av de 32 matpunkterna dr 12 méatta med GPS och
20 med avvédgning. 16 punkter ingar i RIX 95, varav 4 har hallits fast i RH 70
och 10 har erhéllits efter utjgmning av GPS-méatningar. 14 punkter har hojder i
RH 70 och 2 punkter i RH B 70. Alla utvdrderingspunkterna har avviagda
hojder i RH B 70. RH 70-hojderna har fatt sina tillfdlliga fel filtrerade genom
utjamning. Déar finns inget som tyder pa restfelen i punkterna skulle vara
korrelerat med ldget. Vid berdkning anvandes koordinater i RT 90 2,5 gon V.
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4.3 Metod - Kriging-interpolation och bilinjair
interpolation

431  Program

Kriging-interpolationen utfordes i Idrisi32. Idrisi32 &r ett program som &r
tillverkad hos Clark Labs som &r forskningscentrum vid George Perkins
Marsh Institute vid Clark University i USA. Idrisi anvands for geografiska
analyser, forst och framst med rasterformat. Bilinjar interpolationen utfordes
med eget program implementerat i Microsoft Excel.

4.3.2 Utforande

Forsta steget i kriging-interpolation i Idrisi32 dr att importera de punktlistor
som skall anvidndas. Andra steget dr att skapa semivariogram i Spatial
Dependence Modeler (se Figur 4.4) med foljande instdllningar: Directional
under Display typ, Semivariogram (Moments Est.) under Method, punktlistan
under Variable, Regular under Lags samt information om antal lag (har
anvands 3 000 lag pd nationell niva och 60 lag pa lokal niva) och lagavstand
(50 m pa nationell niva respektive 1 000 m pa lokal niva), Cutoff sétts till 100 %
(inkluderar alla lagavstand) samt markerat i rutan for Omnidirectional override
(gor att ett isotopt semivariogram berdknas, se Figur 3.5). Genom att trycka pa
Graph fas en graf ddr semivariansen &r pa y-axeln och avstdndet mellan par
dr pa x-axeln, denna graf kan sparas.

Dizplay Type Methad Laver Tupe ‘Wariable Diata Transformation Lags Cutoff
|Directional j |Semivariogram [taments Est.] j |Vectol ﬂ 1 |3B5?pkt J |N0ne j |Hegular ﬂ J 100
Residuals
Zero Separation : Use method default + Series -
i T Y o i
Surface chart pal. : idris256 J h-scatterplot 0.0024 s, i : Dmnf
: & Omni
i 0.002-
S i
Wariakility 0.001
o
Mirimum 0.0014 4
= 0.001
0.001] e[S
0.001 Stats
0.000 ™ On
0.000-) &, & Off
0 iy T T T (I g T T T T
] 100,000 200,000
distance between pairs Redraw
v jv Omnidirectional override
Enter direction angle graphically
with mouise or enter value
M asimum 90 Direction angle :
oo
Direction: 0.0 0O Lag: 0.0
Angular tolerance ;
Save | About | Help | Cancel | 180 L

Figur 4.4 Spatial Dependence Modeler for att skapa semivariogram i Idrisi.

I tredje steget importeras semivariogrammet fran steg tva i modell-
anpassningen (eng. Model fitting) for att anpassa en modell till
semivariogrammet (se Figur 4.5). Under Sample variogram to fit model ges
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namnet pa semivariogrammet. I Structure 1 ges vardet pa nugget och i
Structure 2 ges typen av modell som skall anvdndas samt varden pa range och
sill. Nar modellen har anpassas sa bra som mojligt kan den sparas. I Tabell 4.1
ges varden pa nugget, sill och range f6r modellanpassningen badde pa
nationell niva och pa lokal niva samt modelltypen.

Tabell 4.1 Véarden pa nugget, sill och range fér modellanpassningen pa nationell och
lokal niva samt modelltypen.

Modell Nugget [m?]  Sill [m?] Range [m]
Nationell nivd  Gaussisk 0,000 050 0,001 690 80 000

Boras kommun  Sfarisk 0,000 050 0,000 450 14 000

ethod : "
Sample variogram to fit model ta [var) : deg. [—;-e \:\?LS 9 Combined Sh'ucmr.e.s
[#] |wario J omni £ Wl 2 0.0014
Optional files {for display only) : " REML 0.0014
Sample variogram 2 : IE‘ J 0.0014
I~ Change = 0.001]
Sample variogram 3 : D J number =7
of lags 0.001
n.000f
Ranges Sills Anizotropy 0.000
] [¥] Ratios .
o 50,000 100,000
Mugget 0.00005 distance between pairs
Structure 1 L] _J ﬂ
Angle1: |Omni Angle 2 Angle 3
|Gaussian | [50000 |00 64 1
Independent Structures
Stiucture 2 L] J ﬂ ﬂ _Iﬂ ﬂ _M Iteration Limit : - =
T 0.001 *
[Sehedcal =] |0 |0 I Fit Lt i
Structure 3 4 ﬂ 4 ﬂ ﬂ 4 1.0=6 fat
= 0.001
i 0.001
|Spherical — ~| |0 | 1 : -
Structure 4 4 ﬂ 4 ﬂ ﬂ 3 Append to... 1.000
About 0 T T
- - 1] 50.000 100,000
Fit bdadel | Wiew Log | Cancel | Help distance between pairs

Figur 4.5 Modellanpassning for att anpassa ett modell till semivariogrammet.

Fjarde och sista steget i kriging-interpolation dr att skapa ett gitter (en
rasterbild, se Figur 4.7, Figur 4.8 och Bilaga 2) som bygger pa semivario-
grammet och den punktlista som importerades i steg 1. I Kriging and
Simulation (se Figur 4.6) anvandes foljande instdllningar: Ordinary kriging
under Estimation and Statistical Options, namnet pa semivariogrammodellen
under Model Specification (se vdrden i Tabell 4.1), namnet pd punktlistan fran
steg 1 under Input File(s), under Local neighborhood anvands varden i Tabell
4.2, under Mask file ges maskfil med tillhorande rasterstorlek, till sist ges
namnet pa rasterbilden under Output File(s). Varje raster tar sitt varde i
mittpunkten av rastret. I Tabell 4.2 finns information angdende de rasterbilder
som interpolerades pa nationell och lokal nivd med kriging-interpolation.
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Figur 4.6 Kriging och Simulering for att skapa rasterbild utifran punktlistan som
importerades i steg 1 och modellen som skapades i steg 3.

Tabell 4.2 Jamforelse mellan de rasterbilder som skapades pa nationell och lokal

niva med kriging-interpolering.

Namn

Rasterstorlek
[km]

Sokradie Max antal
[km] punkter i
interpolering

Max antal

punkter per

kvadrant

Nationell 10 km

10 15

10

3

Nationell 20 km

20 30

10

Nationell 30 km

40 60

10

Boréas 4 km

6

10

Boras 5 km

7,5

10

Boras 7,5 km

7,5

11,25

10

Boréas 10 km

10 15

10

3
3
3
3
3
3
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Figur 4.7 Nationell niva, 10 km raster.
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Figur 4.8 Boras kommun, 5 km raster.

Utifran rasterbilderna interpoleras ett varde fram for var och en av utvarde-
ringspunkterna med bilinjar interpolation (se avsnitt 3.3). Interpoleringen
berdknas i Microsoft Excel.

Efter interpoleringen jamfors de interpolerade varderna med de riktiga
vdrderna i utvarderingspunkterna. Felet i varje punkt dr da riktiga vardet
subtraherat med det interpolerade vardet. Summa fel, medelvérde, standard-
avvikelse och varians samt storsta negativa och positiva fel for varje inter-
polation raknades och ges i Tabell 4.3 och Tabell 4.4 for interpolering pa
nationell niva respektive lokal niva (i Boras kommun).

44 Metod - Interpolering i triangelnat

441  Program

Gtrans dr ett transformationsprogram som dr utvecklat av Lantmaéteriet for
koordinattransformationer. I Gtrans finns bl.a.:

e GPASS som ér ett program for berdkning av parametrar for koordinat-
transformation i planet genom inpassning mellan tva plana
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koordinatsystem. Inpassning i hojd kan dven utforas i samma berak-
ning. Restfel och grundmedelfel berdknas.

e GPLOT som kan rita ut punkter och restfelsvektorer i bildformat,
vektorformat eller ett internt format for GPLOT.

e GRIDFIL som anvands for bilinjdr interpolation i ett gitter (rutnit).

¢ TRANSFORMATION som anvands for att transformera en koordinatfil
fran ett koordinatsystem till ett annat koordinatsystem.

e TRIAD som skapar triangulering (en TRIAD-bas) 6ver matpunkterna
dér restfelen i punkterna interpoleras for att fa battre lokal anpassning.
TRIAD anvander Delaunay-triangulering (se avsnitt 3.5.2) for att skapa
trianglarna.

Gtrans kan anvéndas for linjar och bilinjdr interpolation i trianglar och grid. I
Gtrans finns 5 geoidmodeller, SWEN 01L, SWEN 98L, SWEN 95, RN 92 och
NKG 89 lagrade som gridfiler.

4.4.2 Utforande

Interpolering av utvarderingspunkter med hjilp av triangelnat utfors i nagra
steg. I forsta steget skapas en K-fil, ett textbaserat format for koordinatfiler
utvecklat av Lantmateriet, med matpunkterna och en med utvarderings-
punkterna. I andra steget skapas en TRIAD-bas med Delaunay-triangulering
(se Figur 4.9). I tredje steget interpoleras ett varde fram for var och en av
utvarderingspunkterna. Linjdr interpolering i ett nét av trianglar (se avsnitt
3.5.3) utfors i Transformation med hjilp av en TF-fil, ett textbaserat format for
transformationsfiler utvecklat av Lantmateriet, som innehaller information
om fran vilket koordinatsystem punkterna kommer och till vilket koordinat-
system de skall transformeras samt anrop till TRIAD-basen.

Jamforelse mellan de interpolerade vardena och de riktiga vardena i
utvarderingspunkterna utfordes pd samma sétt som i avsnitt 4.3.2.
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Figur 49 TRIAD-bas for méatpunkter (markerade med A) i Boras kommun samt
deras restfel. Restfelen specificeras med ett fet streck som borjar i matpunkten. Gar
strecket uppat ar restfelen positiv, annars negativ.

4.5 Resultat

4.5.1 Nationell niva

I Tabell 4.3 hédr nedan jamfors de tre olika kriging och bilinjdra interpolation-
erna med den linjdra interpoleringen i ett nét av trianglar. Som jamforelse ger
dven tabellen information om att ingen korrektion har gjorts.
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Tabell 4.3 Jamforelse av interpolationsresultat pa nationell niva.

Namn Summa Medelviarde Standard- Varians Max Max
fel [m] [m] avvikelse [m2] negativ positiv
[m] fel [m] fel [m]
Ingen
K ) -0.340 -0.0008 0.0388 0.001504 -0.140 0.106
orrektion
Kriging
och bilinjar 0.519 0.0013 0.0087 0.000075 -0.045 0.106
10 km
Kriging
och bilinjar 0.237 0.0006 0.0085 0.000072 -0.027 0.106
20 km
Kriging
och bilinjar  -0.010 0.0000 0.0101 0.000102 -0.032 0.088
40 km
Triangelnat  0.118 0.0003 0.0059 0.000035 -0.018 0.053

4,5.2 Lokal niva

I Tabell 4.4 hédr nedan jamfors de fyra olika kriging och bilinjédra
interpolationer med linjar interpoleringen. Som jamforelse ger dven tabellen
information om att ingen korrektion har gjorts.



Tabell 4.4 Jamforelse av interpolationsresultat pa lokal niva, i Boras
kommun.

Namn Summa Medelvirde Standard- Varians Max Max
fel [m] [m] avvikelse [m?] negativ positiv
[m] fel [m] fel [m]
Ingen
) 0.121 0.0093 0.0310 0.000963 -0.050 0.055

korrektion

Kriging

och bilinjar 0.114 0.0088 0.0214 0.000458 -0.032 0.041
4 km

Kriging

och bilinjar 0.116 0.0089 0.0223 0.000497 -0.031 0.039
5km

Kriging

och bilinjar 0.118 0.0091 0.0229 0.000522 -0.041 0.038
7,5 km

Kriging

och bilinjar 0.137 0.0105 0.0255 0.000649 -0.044 0.048
10 km

Triangelnat  0.038 0.0029 0.0309 0.000954 -0.055 0.048
5 Diskussion
5.1 Resultaten av de numeriska testerna

I Tabell 4.3 jamfors resultatet pa nationell niva for fyra olika kriging och
bilinjdr interpolationer med linjar interpolation i Delaunay-trianglar. Som
jamforelse ger dven tabellen information om resultat om ingen korrektion har
gjorts. Standardavvikelsen och variansen f6r bade kriging-interpolation och
bilinjdr interpolation och linjar interpolation i Delaunay-trianglar dr mycket
lagre dan om ingen korrektion hade péforts. Linjdr interpolation i Delaunay-
trianglar ger ldgre standardavvikelse dn kriging-interpolation och bilinjar
interpolation. Av de tre kriging och bilinjdr interpolationer ger 20 km gitter
basta resultatet men 10 km ger resultat som ligger ganska nédra. 40 km gitter
ger samsta resultatet av dessa tre. Storsta positiva felet i 10 km och 20 km
gitter pd nationell niva dr 0.106 m som beror pa att en av tva punkter fran
Gotland blev utvarderingspunkt. Eftersom punkterna pa Gotland ligger langt
ifrdn varandra och langt ifran andra métpunkter blev punkterna i gittret
omkring utvarderingspunkten nollor. Om den inte tas med sa &r storsta
positiva felen 55 mm.
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Resultatet pd lokal niva ges i Tabell 4.4. Resultatet av den linjdra inter-
polationen i Delaunay-trianglar &r i stort sdtt detsamma som om ingen
korrektion hade paforts 6ver huvud taget. Kriging-interpolation och bilinjar
interpolationerna ger béttre resultat dn linjdr interpolation i Delaunay-
trianglar. Bésta resultatet ger kriging-interpolation och bilinjdr interpolation
med 4 km gittertdthet men bade 5 km och 7,5 km gitter ligger ganska néra.
Samsta resultatet av dessa fyra kriging och bilinjdra interpoleringar ger 10 km
gitter. Som ses pa Figur 4.3 ligger en del av utvdrderingspunkterna utanfor
métpunkterna. I Gtrans anvands da extrapolation mellan de tvd ndrmaste
randpunkterna som kan paverka resultatet.

Gittertdtheten spelar roll for resultatet i kriging-interpolation. Med tédtare
gitter fds ofta fram lokala variationer som mojligtvis inte avspeglas tillrackligt
vdl i glesare gitter. I detta examensarbete sitts sokradien i kriging-
interpolationen 1,5 ganger storre dn gittertdtheten (rasterstorleken). Detta
betyder att ju tdtare gitter, desto mindre sokradie och farre punkter som
anvands i kriging-interpolationen. Eftersom punkterna ligger ganska sprida
sd ndrmar interpoleringen ndrmaste-granne-interpolation ndr sokradien &r
liten och utjgmningen blir liten. Nar sokradien blir storre bygger inter-
poleringen pa fler punkter som ger mer utjdmning sarskilt nédr variationen i
matpunkterna dr stor.

Som ses hér ovan ar resultatet pa nationell respektive lokal niva olika.
Skillnaden i data mellan nationell niva respektive lokal niva dr att restfelens
samtliga fyra komponenter (RH 70-hojder, landhojningsmodell, SWEREF 99
och NKG 96) pa nationell niva har tillkommit genom nagon form av
utjgmningsforfarande. Dessutom kommer alla punkterna pa nationell niva
frdn samma utjgmningar vilket troligen dr orsaken till att alla korrektions-
modellerna dr sa framgangsrika. Vid bestimning av stompunkter, i plan eller
hojd, gors alltid fler métningar &n vad kravs for enkel punktbestimning.
Eftersom métningar inte kan goras helt felfria medfor de 6vertagliga
matningarna motsédgelser. Utjamningens uppgift ar att fordela tillfalliga fel,
som uppkommer vid métningar, pa ett optimalt sitt (se Figur 5.1). P4 lokal
niva har RH 70 hojderna fatt sina tillfalliga fel filtrerade genom utjamning.
Teoretisk sett dr kriging-interpolation béttre om felen &r okorrelerade.



Figur 5.1 Utjamning av tillfalliga fel i matpunkter i ett stomnat dar varje méatning
har sin vikt.

Vid transformering av ett hojdgitter fran ett plankoordinatsystem till ett annat
kan uppkomma ett problem. Problemet dr att hojddifferenser mellan nar-
liggande punkter inte stimmer sd bra 6verens. Overensstimmelsen verkar
vara samst ndr bada punkterna ligger i samma ruta i den ena interpolations-
modellen men i olika i den andra. Geografiskt sett verkar det som storsta
problemet finns i omraden dar sjédlva geoidytan byter krokning. Pa grund av
detta har kravet pa kontinuerlig forstaderivata sétts in.

I Tabell 3.1 ses att endast B-spline interpolation har kontinuerlig forsta-
derivata. Tyvarr fanns inte tillgang till program f6r B-spline interpolation,
darfor valdes i stdllet att jamfora linjar interpolation i Delaunay-trianglar med
kriging-interpolation och bilinjdr interpolation. Med interpolering i
triangelnat (Delaunay-trianglar) fas kontinuerliga ytor men tillfdllig fel
tiltreras ej bort. Genom att forst anvanda kriging-interpolation filtreras bort
tillfalliga fel, sen skapas kontinuerlig yta med bilinjdr interpolation men
tyvarr inte kontinuerlig forstaderivata.

5.2 Praktisk anviandning

Idag anvands Gtrans for transformering av koordinater samt for linjdr och
bilinjdr interpolation i trianglar och gitter. Restfelshantering m.h.a. Delaunay-
trianglar kan utforas i Gtrans. Restfelen kan dven lagras som en TRIAD-bas.
Anviandaren kan da utfora linjdr interpolation i ett nét av trianglar (se avsnitt
4.4.2). For detta behover anvandaren en K-fil med koordinater f6r punkterna
som skall interpoleras och en TF-fil.

63



64

I praktisk anvandning skall anvdndaren inte behova utféra kriging-
interpolation utan skall Lantmaéteriet utfora den och lagra som en gitterfil i
Gtrans. Anvédndaren kan dé utfora bilinjdr interpolation pa samma sétt som
for hojdkorrektionsmodeller, t.ex. SWEN 01L. Eftersom hojdkorrektions-
modeller i Gtrans ges med 5 km gittertdthet eller med 0,025° tdthet i x-led
respektive 0,05° i y-led, skulle vara bra att lagra en gitterfil med samma tathet.

5.3 Fortsatta studier av interpolationsteknik

I detta examensarbete gjordes endast numeriska tester med kriging-
interpolation och bilinjdr interpolation samt linjdr interpolation i triangelnt.
Andra metoder som t.ex. B-spline skulle vara bra att jamfora eller andra form
av kriging-interpolationer, t.ex. blockvis kriging och universell kriging
(interpolation med inbyggd trend), se Burrough och McDonnell (1998). Dator-
och programutvecklingen dr snabb sa att méjligen finns snart program som
kan interpolera med béttre resultat én vad anvands idag.

6 Slutsatser

I avsnitt 2.7.4 stidlldes upp onskade egenskaper hos interpolationsmetoderna
och utifrdn dessa egenskaper valdes tva metoder, kriging-interpolation och
bilinjar interpolation samt linjdr interpolation i Delaunay-trianglar, for att
utfora numeriska tester med.

Bédde pd nationell och lokal niva indikerar resultatet av de numeriska testerna
pa att metoderna som anvandes i detta examensarbete for restfelshantering
torbédttrar hojdbestamning med GPS.

Pa nationell nivd indikerar resultatet att nuvarande metod for restfels-
hantering i hojdled med linjdr interpolation i Delaunay-trianglar ger béattre
resultat dn kriging-interpolation och bilinjdr interpolation. Pa lokal niva (i
Boras kommun) tyder resultaten pa att kriging-interpolation och bilinjar
interpolation dr anvandbar metod for restfelshantering i hojdled. Att
resultatet dr sa olika pa nationell och lokal nivd kan bero pa data, eventuell
storre korrelation av restfel pa nationell niva. Med tanke pa att underlaget pd
lokal niva inneholl relativt fa punkter bor ytterligare studier genomforas
innan ndgon sédkrare slutsats kan dras.

Mitnoggrannheten i en GPS-métning spelar roll i relation till restfelens
storlek. En del av GPS-méatmetoderna har noggrannhet pa meterniva nar
andra metoder har noggrannhet som ligger pa ndgra millimeter, beroende pa
avstdndet mellan referensstation (bas) och rorlig enhet (rover), se Tabell 2.5.
Restfelen i hojdled &r storst 185 mm pa nationell niva (av matpunkterna) och
44 mm p4d lokal niva. Restfelshantering dr darfor optimal ndr noggranna GPS-
maétningar anvénds, d.v.s. statiska méatningar och RTK-métningar. Nar felen i
GPS-matningen blir storre, som for t.ex. absolutmétning eller DGPS, &r det
ingen nytta med restfelshantering.
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Bilaga 1: Ordlista

Absolutmitning:  Ar enklaste formen av GPS-métning ddr endast en GPS-
mottagare behovs.

Barvagsmitning: Maitning pa GPS-satellitsignalens barvdg. Krdaver mer
avancerad mottagare och berdkningsrutiner.

CTP: Conventional Terrestrial Pole, d.v.s. medelpolen omkring
1900.

DGPS: Differentiell GPS, en relativ mdtmetod med kodmétning.

ECS 62: European Calibration System 1962, europeiskt tyngd-
kraftssystem.

ED 87: European Datum 1987, resultatet av den tredje

berdkningen av Vasteuropas triangelnat.

ETRS 89: European Terrestrial Reference System 89, ocksa bendamnt
EUREF 89, utgor en GPS-fortdatning av det globala
systemet ITRF 89 i Europa.

Fixpunkt: Markerad punkt med avvidgd hojd, som ingar i ett
hojdnét.

Galileo: Ett civilt framtida europeiskt system for navigering och
positionering med hjilp av satelliter. Driftstart berdknas
ske ar 2008.

Geoid: Oregelbunden buktig yta som sammanfaller med viards-

havens yta dér det finns hav och fortsétter in genom
kontinenterna, sa den omsluter hela jorden. Geoiden
avviker med upp till 100 m fran jordellipsoiden p.g.a.
inhomogen massfordelning i jorden.

GLONASS: Globalnaya Navigationnay Sputnikovaya Sistema ér ett
ryskt navigationssystem som i grunden &r militart. Har
endast varit i full konstellation under kort tid 1996.

GPS: Global Position System dr amerikanskt satellitbaserat
navigationssystem uppbyggt av USA:s forsvarsmakt.
Systemet bestdr av minst 24 satelliter férdelade pa 6
nédstan cirkuldra banplan i omkring 20 200 km hojd 6ver
jorden med omloppstid pd knappt 12 timmar samt 5
kontrollstationer. GPS blev operationellt for civilt bruk
1993 och for militart bruk 1995.

GRS 1980: Geodetic Reference System 1980, en geocentrisk placerad
jordellipsoid. Bestamd utifran satellitbanor.

I-divisionen Avdelning inom Lantmaéteriet.

Geodesi:
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ITRF:

Jordellipsoid:

Kodmitning:

Kvasigeoid:

NH 60:
NKG 89, NKG 96:

Nitverks-RTK:

RAK 70:
Restfel:

Restfelshantering:
RH 00:

RH 70:
RH B 70:

RIX 95:

RN 92:

International Terrestrial Reference Frame dr en samling
internationellt utarbetade globala tredimensionella
referenssystem. Dessa system berdknas aterkommande,
till en borjan varje ar.

Se Rotationsellipsoid.

GPS-métning, avstdandsmdatning pa C/ A- eller P-koden.
Avstdndet till en satellit bestdims genom att méta hur lang
tid det tar for en radiosignal fran satelliten att na
mottagaren.

En kvasigeoid bygger pa tyngdkraftsmatningar, fast pa
ett annat sétt dn geoiden. I stillet for medeltyngdkraften
anvands teoretisk tyngdkraft - normaltyngdkraft i Stokes
formel. Kvasigeoiden dr ddrfor inte en nivayta i egentlig
mening.

Nordiska hojdsystemet med epok 1960.0.

NKG=Nordiska Kommissionen for Geodesi, nordiska
geoider berdknade ur satellitbanestorningar och
tyngdkraftsanomalier.

Natverks-RTK innebdr att flera referensstationer anvands
i stéllet for en (som vanlig RTK). Natverks-RTK kan
anvdnda sig av nétet av fasta referensstationer i Sverige
(SWEPOS).

RAK=Rikets Allmdnna Kartverk, en svensk geoid.

Avvikelser. I detta examensarbete skillnaden mellan
hojder bestimda genom GPS-mdtning och korrektion
med SWEN 01L och hojder bestamda i RH 70 genom
avvagning.

Behandling av avvikelser (restfel).

Rikets hojdsystem 1900, systemet baserat pa den forsta
precisionsavvéagningen i Sverige.

Rikets hojdsystem 1970, systemet baserat pa den andra
precisionsavvéagningen i Sverige.

Hojder for punkter tillkomna i den tredje
precisionsavvagningen som raknats in i RH 70.

Ar ett nationellt projekt som avser dels anslutning av
lokala nét for att etablera 6verféringssamband mellan
kommunala och nationella (globala) system, dels en
fortatning och GPS-anpassning av det plana riksnétet.

Rikets geoidhojdssystem 1992.



Rotationsellipsoid: Anvidnds som (matematisk) modell av jorden, dven kallad

RT 38:

RT 90:

RTK:

SWEN 01:

SWEREEF 99:

jordellipsoiden eller bara ellipsoiden.

Rikets koordinatsystem 1938 (rikets triangelnét 1938),
baserat pa den andra rikstrianguleringen.

Rikets koordinatsystem 1990 (rikets triangelnét 1990),
baserat pa den tredje rikstrianguleringen.

Real Time Kinematic, kinematisk relativ barvagsmatning
i realtid. En referens (bas) star over en kdand punkt och tar
emot GPS-registreringar och skickar korrektioner till den
rorliga enheten (rover) med radiokommunikation eller
via GSM.

Rikets geoidhojdssystem 2001 betecknat SWEN 01 (SWE
star for SWEREF och N for geoidhojd) dr grundat pa den
nordiska geoidmodellen NKG 96 och inpassad pa
SWEREF 99 och RH 70. SWEN 01L (L star for land-
hojningskorrektion) dr en kombination av geoidhojd och
landhojning, sa den ar i strikt bemdrkelse inte en
geoidmodell utan bor rubriceras som en hojdkorrektions-
modell.

Swedish Reference Frame 1999, ett svenskt tredimension-
ellt referenssystem, en officiell realisering av ETRS 89.

UELN 55, UELN 73:United European Levelling Network 1955 respektive

WGS 84:

1973. Hojdsystem som é&r resultatet av en gemensam
utjdmning av Vdsteuropas hojdnat.

World Geodetic System 1984, ett globalt system for
realtidsbestimning av koordinater med GPS. Aven en
jordellipsoid som &r nédstan identisk med GRS 1980.
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Bilaga 2: Rasterbild

Tabell som visar viarden for varje raster i
rasterbilden for kriging-interpolation pa
lokal niva med 5 km gittertithet. Alla ko-

ordinater och interpolerade virden dr i m.

Rasternr. 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Koordi-

nater 1312500 1317500 1322500 1327500 1332500 1337500 1342500 1347500 1352500
0 6430000 0.0000 0.0000 0.0140 0.0140 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
1 6425000 0.0000 0.0000 0.0140 0.0128 0.0083 0.0020 0.0000 0.0000 0.0000
2 6420000 0.0000  -0.0257  -0.0143 0.0020 0.0042 0.0074 0.0203 0.0187 0.0170
3 6415000 -0.0276  -0.0215 -0.0228  -0.0020  -0.0012 0.0030 0.0154 0.0157 0.0170
4 6410000 -0.0282  -0.0013 0.0232 0.0118 -0.0141  -0.0102 0.0007 0.0060 0.0000
5 6405000 0.0280 0.0264 0.0215 0.0033  -0.0141  -0.0237 -0.0134 0.0009 0.0000
6 6400000 0.0134 0.0161 -0.0063 -0.0061 -0.0113 -0.0229 -0.0076 0.0054 0.0081
7 6395000 0.0046 0.0095 0.0007 0.0058 -0.0182 -0.0328  -0.0171 0.0023 0.0055
8 6390000 0.0190 0.0159 0.0183 0.0131  -0.0212  -0.0306  -0.0400  -0.0070 0.0000
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Tabellen som ger utvarderingspunkternas
lage, matvardet i punkten, interpolerade
vardet samt skillnaden mellan dem.
Dessutom ges de numeriska resultat som

visas i Tabell 4.4.

X [m] Y [m] Zma [M] Zinterp [M]  Skillnad [m]
6401256.807 1318132.080 0.020 0.016 0.004
6401899.819 1327882.696 0.026 -0.005 0.031
6402121.837 1329194.354 0.002 -0.006 0.008
6407151.320 1324634.196 0.053 0.020 0.033
6412211.580 1336750.900 0.007 -0.012 0.019
6417567.242 1312654.760 -0.050 -0.024 -0.026
6419790.169 1335467.745 0.021 0.001 0.020
6417053.987 1348287.793 0.029 0.016 0.013
6422508.664 1329705.975 0.019 0.004 0.015
6425419.858 1326392.973 -0.006 0.014 -0.020
6425494.818 1343253.229 -0.031 0.000 -0.031
6391373.912 1320222.624 0.055 0.016 0.039
6394310.812 1343637.777 -0.024 -0.033 0.009

Summa fel 0.121 0.116
Medelvardet 0.0093 0.0089
Standardavvikelsen 0.0310 0.0223
Varians 0.000963 0.000497

Minimum -0.050 -0.031

Maximum 0.055 0.039
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