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FORORD

Denna rapport utgdr en del av fdorfattarens examensarbete.
Handledare f&6r examensarbetet har varit:

Clas-Goran Persson, Utvecklingsradet for landskapsinforma-
tion (tidigare LMV) och Torbjorn Cederholm, KTH. Till dem
vill jag framfdra ett varmt tack £fO6r hjdlpen. Vidare
tackar jag Thomas Lithén, LMV, f6r korrekturldsning av
manuskriptet, Lars E Engberg, KTH, f&6r assistans vid fra-
gor rérande programsystemet SUKK samt Torbjdérn Svensson,
LMV, f6r rithjalp vid den grafiska redovisningen av resul-
taten.

Runar Svensson
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1 SAMMANFATTNING

I denna rapport redovisas precisionen och tillforlitlig-
heten i bestdmningen av plana koordinater vid fri instru-
mentuppstédllning. Olika matgeometrier har analyserats med
hjdlp av simuleringsteknik.

Studien avser fradmst tvad tilldmpningar: bestamning fréan
stompunkter (t ex vdggpunkter) utefter en gata och
bestamning dar utgangspunkterna &r placerade runt om
instrumentuppstdllningen, som exempelvis vid byggmdtning.
Vidare har endast konfigurationer med korta siktlédngder,
upp till 200 meter, ingatt i analysen.

For att i m&jligaste mén efterlikna "verkligheten" har
studien inte inskrédnkt sig till effekterna av de rena
madtfelen; &dven centreringsfel och fel i utgangspunkternas
koordinater har beaktats.

Precisionen beskrivs i termer av punktmedelfel, medan
tillférlitligheten uttrycker i vad man icke upptickta
grova fel paverkar punktbestimningen, dvs den sk yttre
tillférlitligheten.

Allmdnt visar studien att precisionen i regel inte &r
nagot problem; med "vettig" konfiguration och utnyttjande
av moderna matinstrument blir punktmedelfelen alltid
tillrédckligt smd. Daremot krivs flera 8verbestidmningar f£&r
kontrollen av grova fel, dvs flera &n vad som vanligen
tillampas idag.

Rapporten &r tankt att anvandas vid Lantmiteriets utbild-
ning och informationsverksamhet inom modern m&tnings-
teknik. Studierna har utfdrts med KTH-Geodesis simule-
ringsprogram SUKK.
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2 INLEDNING

Som en f6l1jd av den tekniska utvecklingen av fdltdatorer
och matinstrument (totalstationer) har &dven médtférfarandet
rationaliserats inom samhillsmitningen. Ett exempel pa
detta dr anvdndandet av fri instrumentuppstdllning. Denna
miatmetod har lidnge praktiserats av byggféretagen och
innebdr bestamning av stationspunktens ldge direkt i sam-
band med inmatning/utsdttning. Punktbestd@mningen fdrut-
sidtts i regel kunna ske med en godtycklig kombination av
langd- respektive riktningsmétningar.

Férdelarna med metoden dr att den ger relativt hdg nog-
grannhet samtidigt som den &r arbetsbesparande. Detta tack
vare att matoperationen kan anpassas till radande fo6rhal-
landen istidllet fo6r att vara bunden till ett fast punkt-
ldge och en viss berdkningsmetod.

Metoden har till stor del praktiserats vid enklare typer
av matningar, som t ex plankontroller och detaljmatning.
I samband med inférandet av vaggpunktsndt, undersdker man
nu anvdndandet av metoden &dven i samband med stomm&tning.
En kritisk faktor vid fri uppstdllning 4r dock det ringa
antalet 6verbestdmningar. Alltsd bdr noggrann analys av
midtgeometri och antal nédvandiga observationer utfoéras.
Idag finns programsystem for sadana analyser utvecklade,
som bygger pd stradng minsta-kvadrat utjdmning och
innefattar statistisk analys av mdtdata och matgeometri.

Inom ramen for detta examensarbete har genomfdrts analys
av precision och tillfdrlitlighet i olika matkonfigura-
tioner vid fri uppstdllning, med hjalp av ett program-
system av just denna typ. Analyserna har genomfdrts genom
simuleringar med programsystemet SUKK (Persson, 1985),
vilket &r utarbetat pd KTH, Stockholm, men som efter
vidareutveckling dven anvands vid LMV i Géavle.

Punktmedelfel och tillférlitlighet har berdknats vid
varierande matprogram i punkter som bildar ett rutndt med
ca 5-10 m rutstorlek.

Teorin bakom den statistiska analysen har utarbetats av
Baarda/Pope. FOor en o6versiktlig redogdrelse av denna, héan-
visas till Appendix. M6jlighet till grundligare studier
finns i Baarda (1968), Pope (1976) och Persson (1982).

Precisionen representeras med punktmedelfel och tillfor-
litligheten - eller kontrollerbarheten - redovisas som en
multipel av detta. Det senare begreppet motsvarar det
maximala felet i punktbestiamningen som ett icke upptédckt
grovt fel i en viss mdtning kan ge upphov till. Kontrol-
lerbarheten betraktas som god om denna paverkan under-
skrider en faktor 4 ganger punktmedelfelet.
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Redovisningen &r grafisk och utgdrs av isolinjer som
sammanbinder punkter i gittret med lika stora medelfel,
samt innesluter omrdden med viss grad av yttre tillfdér-
litlighet. I detta arbete har ett programsystem f&r konst-
ruktion av isolinjer varit till stor hj&lp. Detta system
ar konstruerat och anvant i undervisningen vid institu-
tionen f&r Fotogrammetri, KTH, Stockholm.
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3 STUDERADE FALL

I simuleringsstudierna har tva& huvudkonfigurationer
analyserats, dels inmd&tning mot vdggpunkter utefter gata
och dels mot vdggpunkter i kvartershérn (fyra st).

De obekanta i varje punktbestamning a4r x- ,y-koordinater
samt orienterad utgdngsriktning. Sdledes har vi tre
obekanta per punkt. De olika konfigurationer som
undersdkts dr f&ljande:

3.1 UTEFTER GATA, TRE VAGGPUNKTER INOM RACKHALL

3.1.1 M&tt lidngd och riktning mot tva objekt

H&8r har vi fyra mdtningar och tre obekanta i punktbe-
stdmningen. Antalet &verbestdmningar &r alltsa en.
(Figur 3.1.1.)

3.1.2 Matt lidngd och riktning mot tre objekt

Antalet ma&tningar &r hdr sex, vilket ger oss tre 6ver-
bestdmningar per punktbestdmning, eller en 6verbestamning
per obekant. (Figur 3.1.2.)

3.2 MOT KVARTERSHORN, FYRA VAGGPUNKTER INOM RACKHALL
3.2.1 Midtt langd och riktning mot tva objekt

Har gédller samma resonemang som i fall 3.1.1, sdledes har
vi en overbestdmning i punktbestamningen. (Figur 3.2.1.)

3.2.2 Mitt langd och riktning mot tre objekt

H&r gédller samma resonemang som i fall 3.1.2, dvs tre
6verbestdmningar. Geometrin i de tvad fallen &r dock olika.
(Figur 3.2.2.)

3.2.3 Matt riktning mot fyra objekt

Denna konfiguration brukar kallas overbestamd inskirning.
H&ar gédller samma resonemang som i fallen 3.1.1 och 3.2.1.
Vi har alltsd en overbestdmning, men midtkonfigurationen

avviker viasentligt frén de f6rra fallens. (Figur 3.2.3.)

3.2.4 Matt ldngd och riktning mot fyra objekt

Antalet m&tningar &r har atta. Alltsa har vi i detta fall
fem O6verbestamningar per punktbestdmning. (Figur 3.2.4.)

En grafisk redovisning av resultaten i de studerade fallen
féljer nedan. I de fall da man inte utnyttjar samtliga
kdnda punkter sker mdtningen mot de som ligger nidrmast
uppstédllningsplatsen. De kdnda punkterna representeras med
trianglar och sorten for punktmedelfelen &r millimeter.
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UTEFTER GATA.
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Figur 3.2.1 MATT LANGD OCH RIKTNING MOT TVA OBJEKT - MOT
KVARTERSHORN.
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Figur 3.2.3 MATT RIKTNING MOT FYRA OBJEKT (OVERBESTAMD
INSKARNING) - MOT KVARTERSHORN.
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Figur 3.2.4 MATT LANGp OCH RIKTNING MOT FYRA OBJEKT - MOT
KVARTERSHORN.
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4 UTVARDERING

Vad sidger da& denna undersdkning om hur matplanen bdr
utformas?

Ja, man kan sluta sig till att precisionen i regel inte
vallar nagra bekymmer. Med "vettig" konfiguration och
utnyttjande av moderna md&tinstrument blir punktmedelfelen
alltid tillr&ackligt smd. Det &r alltsd tillforlitligheten
- eller antalet Overbestadmningar f6r kontrollen av grova
fel - som &r den kritiska faktorn i punktbestdmningen.

Om vi analyserar de tre konfigurationerna med fyra
observationer (3.1.1, 3.2.1 och 3.2.3), dvs matt 1langd och
riktning mot tva objekt utefter gata respektive mot
kvartershérn samt 6verbestamd inskdrning, ser vi att ingen
av dessa konfigurationer ger acceptabel kontroll av
punktbestamningen. Vi har dock en 6verbestamning.

I fall 3.1.2, dar vi har matt 1ldngd och riktning mot tre
objekt utefter gata (tre 6verbestamningar), ser vi att man
far bra kontroll sa lidnge man haller sig pa behérigt av-
stdnd fran baslinjen. Detta under fdrutsdttning att det
rér sig om interpolering, dvs matning inom den bas som de
kdnda punkterna utgdr. Vid motsvarande fall med m&atning
mot kvartershdérn (3.2.2) &r kontrollen god i hdrnens
ndrhet. Ocksd utanfdr omrddena med god kontrollerbarhet A&r
kontrollméjligheterna bdttre &n i de tre fallen med en
Overbestédmning, &dven om situationen inte ar helt till-
fredsstallande.

Den sista konfiguration som understkts (3.2.4) &r matt
ldngd och riktning mot fyra kvartershdrn, dvs fem &ver-
bestadmningar. Denna konfiguration &r viktig att jamfora
med motsvarande vid &verbestdmd inskdrning (3.2.3). Detta
av den anledningen att man, speciellt vid byggplats-
mé&tningar, fOr nadrvarande ofta praktiserar den sistnamnda
metoden fOr bestamning av stationspunkts ldge. Det intres-
santa dr att se hur konfigurationen forbdttras om man har
tillgdng till signaler som man &ven kan mata langder mot.
M6jligheterna till detta undersdks i ett examensarbete av
Nordquist & Olsson (1987).

Har kan man sluta sig till dramatiska forbattringar i
savdl precision som tillforlitlighet. vid 6éverbestamd
inskdrning har man god kontroll av punktbestidmningen
endast i ett litet omrade mitt i kvarteret, medan man i
den senare konfigurationen (3.2.4) far absolut kontroll
inom hela omradet. Vidare erhdlls en kraftig sdnkning av
punktmedelfelen. Dessa fOdrbattringar kan astadkommas utan
ndgon nadmnvard tidsférlust i midtningsarbetet, eftersom
dagens totalstationer &ndd mater bade langder och vinklar
i stort sett i samma 6gonblick.

Kontentan av denna undersékning dar att man tydligen kan
skriva under pa devisen: "En Overbestamning &r ingen
dverbestadmning!".
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5 VIKTSATINING

En nédvéandighet f&r att resultatet av en utjadmning ska
vara optimalt &r att viktsdttningen av de enskilda m&at-
ningarna utfoérts péd ett riktigt satt. En bruklig metod &ar
att vikten sdtts omvant proportionell mot kvadraten pad ett
erfarenhetsmiassigt uppskattat apriorimedelfel. Detta for
varje typ av mdtning som ingar i materialet.

Efter utjadmning ska grundmedelfelet vara ndra 1. Detta &r
en kontroll pa att viktsdttningen &r riktigt gjord, under
forutsattning att inga grova fel finns kvar i matdata.
Inom programsystemet SUKK fungerar viktsdttningen sa att
parametrar till viktsfunktioner (eg. medelfelsfunktioner)
ges som indata. Dessa viktsfunktioners utseende varierar
f6r olika typer av matningar.

I detta fall har tvad sadana funktioner tillampats,
dels vid langdmatningar:

df= (A+B*L)%+ C2
dels vid riktningsmidtningar:
2_ 2 2 2
dR- A%/B + (C/L)* p
dar
L= avstédnd, beridknat ur nirmekoordinater

p= (2/m)*10° cc/rad

Betydelserna av och enheterna hos parametrarna framgar i
tabellen nedan:

parameter langder riktningar
A mm cc (nysekund)
B ppm (miljondel) n (antal helsatser)
C mm mm

FO6r EDM-mdtta ldngder har parameter A (medelfelet) satts
till 5 mm. Parameter B, ppm-delen, &r dir ointressant
eftersom langderna &r relativt korta (under 200 m).Denna
parameter har foljdaktligen satts till O ppm.

I riktningsmdtningarna har antagits ett medelfel pd 15 cc,
vid mdtning i en helsats. Dessutom tillkommer vid bada
typerna av matningar centreringsfel samt fel i utgéngs-
punkter. Den sammanlagda effekten av motsvarande medelfel
har uppskattats till 5 mm och lagts i parametern C.
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Det ger f6ljande parametrar till viktsfunktionerna:

parameter langder riktningar
A 5 mm 15 cc
B 0 ppm 1 helsats

C 5 mm 5 mm
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APPENDIX, TEORETISKA GRUNDER

Den linjadra modell som praktiseras vid elementutjamning
kan beskrivas med hjidlp av matrisalgebra. Man ansdtter en
serie observationsekvationer pa formen:

(1) AX=L-¢
dar
A= den sd kallade koefficientmatrisen
X= de obekanta storheterna
L= de utfdrda matningarna (observationerna)
£= de sanna stokastiska mitfelen.

Detta innebdr att de obekanta storheterna ar en funktion
av de utfdrda observationerna.
Efter utjamning av ett overbestamt system fas:

(2) i=(ATpA) 1ATPL

dar X representerar skattningar av de obekanta storheterna
och P motsvarar vikten fo6r varje typ av observation.
Vidare, efter utjamning:

AX=L+V
eller
(3) V=AX-L
Om (2) s&dtts in i (3) far man:
(4) v=a(aTpa) taTpr-L=-(1-2°)L

dar V representerar skattade forbattringar till mat-
ningarna. Av (1) fas L=AX+f£, vilket sdtts in i (4):

V=-(I-A°)(AX+£)
som efter utveckling ger

(5) V=-(I-A°){ eller V ==(I-A° )ll i

Sdledes &r forbittringarna en funktion av de sanna
m&tfelen. Forbattrlngarnas kovariansmatris fas vidare ur
vintevirdet av VV. Detta uttrycks som E{VV }, alltsa:

(6) Quy BV =E{(1-A%)eeT (1-a°)T)=

=(I-A°)E{L£ y(1-a°)T
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dar
E{Q&T}=Q&.= matfelens kovariansmatris

Vidare har vi

_ T, 2.-1
(7) QEE—E{EE }= doP
dar
dg = det s& kallade grundmedelfelet

Om man fodrutsdtter att man uppskattat madtningarnas
apriorimedelfel pad ett riktigt satt, vilket fér 6vrigt &r
nédvandigt vid denna typ av simulering, kan man sidtta:

2 _
dg =1
I detta fall ger alltsa (6) och (7):
—(Topoyp~ L/ 7_po T
QVV—(I A°)P “(I-A°)

som efter en del utvecklande ger:

ovpm—1
(8) Quy=(I-A°)P
Vi far sdledes medelfelet i en enskild férbittring till:
e |
(I-Ao)ii
R £ A
11l

Vidare &r vantevdrdet av forbattringen lika med 0. Om vi
sdledes antar att felen &r normalférdelade gidller alltsa:

Vit N(O,0y;)
Detta ger oss mojlighet att stka grova fel med hjilp av:
Vi=0+— 1.96 éVi (95% konfidensniva)
eller
|V, l<=1.96 Sy
Alltsa kontrolleras om kvoten:
v, | |v.|[P.£
(10) T,z =—=2 21 5 71 9¢

i Oy; (T2

Om sd &r fallet antas den mdtning som ger den stdrsta
kvoten vara behdftad med ett grovt fel.
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INRE OCH YTTRE TILLFORLITLIGHET

Med hjalp av formlerna (5) och (10) kan inre tillférlit-
ligheten, dvs minsta upptédckbara fel i mdtningarna,
skattas.

For att ett fel ska kunna upptédckas, krédvs att (se (10)):

|V, ||P. .
- 1 11

i RETX:;I;

eller, med (5) insatt:

T >1.96

(r-a*),,le; | Pyy
_ 11I i ii  _ |€il J(I'Ao)iipgj > 1.96

i [?E:XT;;; ii

Saledes bdor minsta upptdckbara fel kunna skattas med:

T

a

(I-A%) Py

an o 1g,l-

Hdr har en ny konstant a infdrts, detta pd grund av att
kvoten (10) dar en stokastisk storhet. Vi tillfor darfdr en
ny sannolikhetsaspekt f6r att kunna bestdmma grdnsvirdet
f6r minsta upptédckbara fel. Detta gridnsvidrde bestdms sa
att det med en viss sannolikhet genererar ett T-varde som
ir stbrre &n 1.96. Konstanten a brukar sittas till 2.8,
vilket medfoér 80% chans att felet upptéacks.

Nu dr det emellertid inte felens storlek, utan i storre
grad deras paverkan pa utjamningsresultatet (punktbe-
stdmningen), som 4r av intresse. Ett fels paverkan kan
berdknas exakt om man har kunskap om dess storlek. Genom
att anvdnda skattningen (11) kan paverkan fran det storsta
ej upptdckbara felet i en mdtning berdknas approximativt.
Detta &r ett matt pd utjamningsresultatets yttre
tillfdrlitlighet. Denna paverkan redovisas i multiplar av
punktmedelfelet.

For stommdtningsdndamdl har en faktor <=4 visat sig vara
lamplig, vilket innebdr att det da ar ytterst osannolikt
att icke upptiackta grova fel kan ge en paverkan pa punkt-
ldget som &r storre dan fyra ganger punktmedelfelet. Da
betraktas kontrollerbarheten som god. Om faktorn ddremot
ar storre &n fyra dr m&jligheterna till kontroll sma.
Samma norm har tilld@mpats i denna rapport.

Punktmedelfelen i sin tur &r ett matt pa precisionen i
konfigurationen. Detta berdknas pd foljande satt:

Enligt (2) ar
§=(ATPA)'1ATPL

och enligt (1)
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L=AX+¢{

Med (1) och (2) kan kovariansmatrisen f&r de obekanta féas
ur:

QXX=E{XXT}=(ATPA)'1ATP (LT} PTa(aTra)™t
dar
E{LLT}=E{£€T}=o§p'1
Sidledes
(12) Qux=(aTPA) 1aTp 62 p1pTa(aTPa) 1= (aTPA) 7! 2

I detta fall kan, som tidigare nadmnts, grundmedelfelet
sdttas till 1. Alltsd kan punktmedelfelet i en viss punkt
direkt beridknas ur: T -1

(A PA)ii



